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Abstract

This paper entitled The exponential function and Cy-semigroups is meant to be
an introduction to the theory of Cp-semigroups. The first part is concerned with the
equivalend definition and essential properties of the exponential function, which lead us
to considering the exponential of a bounded operator on a Banach space and finally the
definition of Cy-semigroups. The rest of the first chapter deals with the properties of the
new objects that were defined. Like the exponential function, each Cy-semigroup has a
generator which is an operator on a dense subdomain of the main Banach space, and this
generator has some interesting properties. The main references for this chapter are [11]
and [6].

The second chapter presents some of the results in generation theory, namely, the
necessary and suficient conditions for an operator to be the generator for a Cy-semigroup.
In order to present some applications to partial differential equations, we present the
connection between the abstract Cauchy problem and Cy-semigroups. The main references
for this chapter are [11],[16] and [15].

The third chapter presents the exponential stability and instability concepts, essential
stability theorems and their applications to prove the Datko-Pazy theorem and Perron
type theorems. An interesting case is presented when changing the input-output spaces
in Perron type theorem from (C,C) to (LP,L?), namely, when (p,q) # (1,00) (LP, L?)
admissibility implies exponential stability.

Bogosel Beniamin



Introducere

Functia exponentiala are un loc central in analiza matematica. Aceasta se intalneste
peste tot, de la calculul unor limite, derivate si integrale, pana la rezolvarea de ecuatii
diferentiale. Dupa cum vom vedea in prima parte a acestei lucrari exista multe moduri
in care se poate defini functia exponentiala, unele dintre acestea putand fi extinse dincolo
de cadrul numerelor reale, cum ar fi exponentiala unei matrici sau a unui operator
liniar gi mrginit intr-un spatiu Banach. Functia exponentiala este de mare ajutor in
rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare atunci cand spatiul de lucru este finit
dimensional. Problema apare atunci cand dimensiunea spatiului nu mai este finita, sau
cand operatorul caruia am vrea sa 1i calculam exponentiala nu mai este marginit. Aici
intervin semigrupurile de operatori, si mai precis Cy-semigrupurile. Primul capitol se
ocupa cu studierea proprietatilor elementare ale semigrupurilor, proprietati care vor fi
folosite mai departe in capitolele urmatoare pentru a le studia in profunzime. Parte din
ideile i structura acestui capitol provin din cartile One-Parameter Semigroups for Linear
FEvolution Equations de K.J. Nagel i R. H. Nagel [6], pentru partea care prezinta definitiile
si proprietatile functiei exponentiale, si Teorie Calitativa pentru Ecuatic de Evolutie de P.
Preda si C. Preda [11], pentru proprietatile de baza ale Cy-semigrupurilor.

Al doilea capitol se ocupa cu generarea Cy-semigrupurilor. La fel cum un operator
liniar gi marginit pe un spatiu Banach "genereaza” functia sa exponentiala, fiecare Cy-
semigrup admite un astfel de generator infinitezimal, fapt ce a fost demonstrat in primul
capitol. Acum ne punem problema inversa. Ce proprietati trebuie sa satisfaca un operator
pentru ca acesta sa fie generatorul unui Cp-semigrup, si care dintre aceste conditii sunt
suficiente. Binecunoscuta teorema a lui Hille si Yosida va fi studiata in acest capitol, si
alte teoreme inrudite cu aceasta. In incheierea capitolului sunt prezentate cateva aplicatii
in studiul ecuatiilor cu derivate partiale, si vom vedea cum putem deduce existenta si
unicitatea solutiei unei ecuatii cu derivate partiale folosind semigrupurile si proprietatile
acestora. Pentru partea de teorie a acestui capitol am folosit cartile Teorie Calitativa
pentru Ecuatii de Evolutie de P. Preda si C. Preda [11], respectiv Dynamical Systems and
FEvolution Equations de J.A. Walker [16], iar pentru aplicatii Semigrupuri de operatori
liniari si aplicatii de Toan 1. Vrabie [15] si [16].

Am vazut in capitolul anterior ca semigrupurile pot fi utilizate in studiul ecuatiilor
cu derivate partiale. De multe ori, cand avem de aface cu ecuatii diferentiale, sau sisteme
de astfel de ecuatii, acestea nu pot fi rezolvate explicit sau dimensiunea sistemului si
numarul mare de ecuatii diferentiale sau cu derivate partiale care il compun fac studierea
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proprietatilor solutiilor foarte dificila. In multe cazuri, cand nu se pot gasi explicit solutiile
suntem interesati sa gtim macar comportarea sistemului pe perioade lungi de timp, in
limbaj matematic, asimptotic, sau lasand timpul sa mearga catre infinit. Suntem interesati
daca solutia sistemului este stabila, adica nu depaseste anumite limite, asimptotic stabila,
adica se apropie de 0 atunci cand timpul se apropie de infinit, sau instabila, ceea ce
inseamna ca exista o indepartare fata de 0 cand timpul tinde la infinit. Capitolul al
treilea se ocupa cu studierea stabilitatii Cy-semigrupurilor folosind diferite metode de
studiu. Vom prezenta cateva caracterizari elementare ale stabilitatii si instabilitasii, cat
si unele Teoreme de stabilitate cum ar fi Teorema Datko-Pazy, Rolevicz sau Perron pentru
stabilitatea si instabilitatea Cy-semigrupurilor. Ideile prezentate in acest capitol au fost

inspirate in mare parte de Teorie Calitativa pentru Fcuatii de Fvolutie de P. Preda si C.
Preda [11].

Lucrarea de fata este doar o introducere modesta intr-o ramura frumoasa a matem-
aticii in continua expansiune in ultimii ani. Se folosesc mult tehnici de analiza functionala
si teoria operatorilor cum ar fi Principiul Marginirii Uniforme, Principiul Graficului Inchis
cat gi notiuni de teoria masurii si integrarii.

In final ag dori sa 1i multumesc domnului Prof. dr Petre Preda pentru intreg sprijinul
acordat in realizarea acestei lucrari de diploma, sfaturile si indrumarile dumnealui fiindu-
mi extrem de utile in a da claritate i consistenta ideilor expuse.
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Capitolul 1

Functia exponentiala si
Co-semigrupuri

1.1 Functia exponentiala

Consideram ecuatia functionala a lui Cauchy

(C) [PR—=R, f(x+y)=f(z)+ f(y), Yo,y € R.

Luand =z = y = 0 obtinem f(0) = 0, si pentru y = —z obtinem f(—xz) = —f(x), adica f
este impara. Prin recurenta deducem ca pentru orice x4, ..., z,, € R avem

o+ +an) = fle) + o+ flam),

de unde putem trage concluzia ca f(nz) = nf(z), Vn € N, Vo € R. Din imparitate
rezulta ca

f(nz) =nf(x), Vn € Z, Yz € R.

Acum suntem pregatiti sa gasim forma lui f pe multimea numerelor rationale. Fie
q="¢€Q,m,n € Z,n+#0. Atunci

s =1 (%) =mf (1) =2 (af (3)) = 210 = a0

Notand cu a = f(1) € R, am obtinut ca f(q) = aq, ¥q¢ € Q. Acest rezultat nu poate
fi extins la R fara a face alte presupuneri asupra lui f. Georg Hamel a aratat in 1905
ca exista o infinitate de solutii pentru ecuatia functionala a lui Cauchy folosind axioma
alegerii si baze Hamel.

Mai departe, vom fi interesati doar de solutiile continue ale ecuatiei (C), deci
presupunem ca f este o functie continua. Pentru ca valorile lui f pe numere rationale ne



sunt cunoscute, vom alege g € R\ Q. Din densitatea lui Q in R stim ca exista (g,) C Q
astfel incat lim ¢, = zy. Folosind continuitatea obtinem ca
n—oo

f(xO) = lim f(%z) = lim agn, = axo-

Pentru ca x a fost ales arbitrar, putem afirma ca f(z) = ax pentru orice x real.

Mai departe, consideram o alta ecuatie functionala inrudita cu prima si anume

(E) [ R=R, flz+y) = f(z) fly), Vz,y eR.

Suntem interesati numai de solutiile continue, si neconstante. Putem observa ca daca f
se anuleaza Intr-un punct, atunci f este identic nula, ceea ce ne conduce la concluzia ca
f(z) # 0, Yz € R. Mai departe, pentru x = y = 0 obtinem ca f(0) = 1, si pentru
r =y, f(2x) = f(x)* > 0. Prin urmare f ia doar valori pozitive.

Analog ca si la prima ecuatie, din (E) deducem ca

f <@> :f(l)%, VYm,n € Z, n #0,

n

de unde prin trecere la limita obtinem ca f(z) = f(1)*. Astfel, prin alegerea convenabila
a lui f(1) ecuatia (E) are o unica solutie continua, neconstanta, si suntem condusi la
urmatoare definitie a functiei exponentiale:

Definitia 1.1.1. Functia exponentiala este unica solutie continua i neconstanta a ecuatiei
(E) cu conditia f(1) =e.
Pentru a justifica aceasta definitie fara a folosi continuitatea functiei exponentiale ca

si mai sus, vom folosi o proprietate cunoscuta a finctiei exponentiale.

Propozitia 1.1.1. Fie g(t) = ¢ pentru un anume a € R pentru orice ¢ > 0.
Atunci functia g este diferentiabila si satisface ecuatia diferentiala

(ED) {%ﬂﬂ=ﬂm@% Vt >0
' g(0)=1

Reciproc, functia g : R, — R, definita prin g(¢) = ¢’ pentru un anume a € R
este singura functie derivabila care satisface ecuatia diferentiala (ED),.
Teorema 1.1.1. Fie f : Ry — R o functie continua care satisface (E). Atunci f este
derivabila §i exista un unic a € R astfel incat f verifica (ED),.

Demonstratie: Deoarece f este continua pe R, , functia h : R, — R definita prin

t
h(t) = / f(s)ds pentru orice ¢ > 0 este derivabila si A'(t) = f(t) pentru orice t > 0.
0

Prin urmare



ceea ce implica faptul ca h(ty) este diferit de zero pentru un to > 0 suficient de mic.
Atunci avem urmatoarele relatii:

ﬂw:huw*vaaw=Mmr{Amﬂr+@w
=mm1l“°ﬂmmzmmlwa+m—h@>

pentru orice ¢t > 0. Deoarece h e derivabila rezulta ca si f e derivabila cu

ft+h) - f(t)

f(t) = Jim, h -
h) — f(0
= 1im T IO) ) — pr0) 10
Aceasta arata ca f estisface (ED), cu a = f(0). O

Teorema de mai sus ne arata ca definitia functiei exponentiale cu ajutorul ecuatiei
functionale (E) este corecta. Desi teorema de mai sus a fost demonstrata pe R, ea se
poate extide usor la R tinand cont ca ecuatia functionala (E) implica f(x)f(—z) = f(0) =
1 pentru orice xz € R,.

O alta definitie a functiei exponentiale o putem da cu ajutorul seriilor.

Definitia 1.1.2. Pentru orice x € R seria

k

NE

x
k!’

>
Il

0
este absolut convergenta, si astfel putem defini exponentiala
©  k
x
L _
€= Z k1’
k=0

pentru orice x € R.

Intr-adevar, din criteriul raportului obtinem ca

o+
(k+1)! X

Y

ceea ce ne asigura absolut convergenta seriei, pentru orice z € R.

Mai departe, vom verifica unele dintre proprietatile clasice ale functiei exponentiale.
Se observa imediat ci pentru x = 0 obtinem e® = 1, toti ceilalti termeni ai seriei fiind
nuli.



Din Teorema lui Mertens, obtinem ca

k n n—

00 00 0o 00 i P
> Ey ey %n_ =5 EE

k=0 k=0 n=0 k : k=0

Dupa acelagi model, se poate construi exponentiala unui operator A € B(X). Dat

[e.e]
tkA¥
fiind ca ||A|| < oo, obtinem ca seria este absolut convergenta i pentru ca X
k=0
0 tk k
este un spatiu Banach este si convergentd. Astfel putem defini !4 = Z o Printre
k=0

proprietatile acestei exponentiale avem:

i)ed=1
11) e(s—i—t)A — esAetA

i) lim ez =
t—0

In continuare generalizam conceptul de exponentiala si introducem semigrupurile de
operatori, obiectul principal de studiu al acestei lucrari.

Definitia 1.1.3. O aplicatie T': R, — B(X) cu proprietatile:

(i) T(0) = I, unde I este operatorul identitate pe X;
(ii) T'(s+t) =T(s)T(t), pentru orice t,s > 0
se numeste semigrup de operatori. Un semigrup de operatori care satisface in plus

(i) lim | T(t) = I|| =0
t—04
se numeste semigrup uniform continuu.

Un exemplu de semigrup uniform continuu ar fi exponentiala unui operator marginit.

— thAF
Exemplul 1.1.1. Fie A € B(X). Atunci T'(t) = ' = o este Co-semigrup.
k=0

Pentru a demonstra acest lucru, in primul rand trebuie sa aratam in primul rand
ca definitia este corecta, adica seria considerata este convergenta in topologia spatiului
X. Pentru a demonstra acest lucru, tinem cont ca intr-un spatiu Banach, o serie este
convergenti dacd si numai dacd este absolut convergentd. Intr-adevar,

AR A
<
KT K

— Al < o,
k=0



ceea ce ne arata ca seria data este absolut convergenta, si prin urmare convergenta.

Este evident cd T'(0) = € = I. Deasemenea, folosind teorema lui Mertens se obtine
imediat proprietatea T'(s +t) = T'(s)T'(t), intr-o maniera complet analoaga demonstratii
proprietatilor functiei exponentiale demonstrate in inceputul acestui capitol.

Proprietatea a treia se verifica prin calcul direct.

X 4k Ak Lk k
S| SO,

()~ 1) = .
k=1 k=1

care are limita 0 pentru ¢t — 0,. Din criteriul comparatiei rezulta afirmatia ceruta.
O alta clasa de semigrupuri de operatori este data de
Definitia 1.1.4. O aplicatie T : R, — B(X) care verifica proprietatile
(i) T(O) = 1
(ii) T(s+1t) =T(s)T(t), pentru orice s,t > 0;
(iii) tl_i}r(])ri T(t)x = z, pentru orice z € X

se numeste semigrup de clasa Cy sau tare continuu.

Exemplul 1.1.2. Fie X = (/(N* R) = { (z,,) : Z |z,| < 00 p cunorma ||z|; = Z |z,
n=1 n=1
Definim T'(¢) : X — X prin T(t)x = (e ™x,). Atunci {7} };>0 este un Co-semigrup.

Pentru a demonstra acest lucru procedam in felul urmator.

) ) )
Sole ™l = 30 el < 3wl = el
n=1 n=1 n=1

ceea ce implicd ||T(t)x]l; < ||z||; pentru orice z € ¢*(N*,R). Astfel putem vedea ci
operatorii T'(t) sunt corect definiti.

Este evident ca T(0) = I si T(t + s)z = (e "*9)z,) = (e e ") = T(t)T(s)z.

Pentru cea de-a treia proprietate de verificat, calculam

[e.o]

1Tz = ally =D (1= e ™)|anl.

n=1

Pentru ca (1 — e ™)|z,| < |z,| pentru orice t > 0, pentru z € ¢*(N*,R), din criteriul
o0

lui Weierstrass rezulta ca Z(l — e ™)|z,| | este uniform convergentd pe R, . Astfel

n=1
putem interschimba limita cu suma seriei in modul urmator

1 — = 1 _ ot — 3 __,—nt —
Jip T =l = Jip 5200 faal = 3 i (1= el =0,
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ceea ce implica faptul ca {1} }¢>0 este un Co-semigrup.
In continuare vom deduce cateva proprietati importante ale unui Cy semigrup.

Propozitia 1.1.2. Fie {Ti}i>0 un Cy semigrup. Atunci ezista 6 > 0 i exista M > 1
astfel incat || T(t)|| < M, oricare ar fi t € [0, 4].

Demonstratie: Presupunem contrariul, si anume ca oricare ar fi § > 0, si oricare ar fi
M > 1, exista t € [0,0] cu proprietatea cs | T'(t)|| > M.

Astfel, pentru § = L, M = n exista ¢, € [0, 1] astfel incat || T'(t,)| > n. Deci exista
un sir (¢,), cu t, > 0, t, — 0, cu proprietatea ca ||T'(t,)|| > n. Dar T'(t)x — x pentru
t — 0., oricare ar fi z € X. Astfel avem si T'(t,)r — x pentru n — oo, si astfel, oricare
ar fi x € X exista M, > 0 cu proprietatea ca ||T(t,)z| < M,, ¥n € N*. Din Principiul
Marginirii Uniforme rezulta ca exista M > 0 (finit) astfel incat ||T°(¢,,)z| < M||z||, oricare
ar fi x € X gi oricare ar fi n € N*. Astfel ||T'(¢,)|| < M, oricare ar fi n € N*.

Din cele de mai sus am obtinut ca n < ||T'(¢,)|| < M, oricare ar fi n € N*, de unde,
pentru n — oo obtinem contradictia M = oo. Prin urmare, presupunerea facuta este
falsa si propozitia este demonstrata.

Inegalitatea M > 1 este necesara, deoarece 1 = ||T'(0)]| < M. O

Teorema 1.1.2. (Teorema de crestere exponentiald) Fie {T}};>¢ un Co-semigrup.
Atunci exista M > 1 gi exista w € R cu proprietatea | T(t)|| < Me**, oricare ar fi t > 0.

t
Demonstratie: Fie t > 0 sin = , partea intreaga a lui 5 cu ¢ din Propozitia

¢
J
1.1.2. Atunci n < % <n + 1 gi astfel nd <t < (n+ 1)0, de unde obtinem ca

IT@)] = [IT(t = nd +nd)|| = [Tt = nd)T(nd)]| < T = nd)[ITE)" < MTG)",

unde M este cel din Propozitia 1.1.2. Deoarece ||T'(0)|| < M, deducem ca ||T'(¢)| < M-M™.

1
Notam M = e“! gi obtinem w = 5 In M > 0. Atunci ||T(t)|| < Me“™ < Me“t, oricare

1
ar fi t > 0. Astfel exista M > 1 gi exista w = glnM > 0 astfel incat | T(¢)| < Me*",
pentru orice t > 0. O

Remarca 1.1.1. Aceasta teorema va fi folosita deseori in proprietati de marginire. Asa
cum putem vedea si din demonstratia teoremei, w poate fi considerat pozitiv, lucru pe
care 11 vom presupune si noi pentru a evita unele discutii in legatura cu maximul functiei
t — Me“! pe un interval de lungime finita.

Conform teoremei precedente, putem da urmatoarea definitie.
Definitia 1.1.5. Fie {T}};>0 un Cp-semigrup. Numaérul
wo(T) = inf{w € R : IM > 0 astfel incat ||T(t)|| < Me**, Vt >0}

se numeste indicele de cregtere exponentiald al Cy-semigrupului {1 }1>o.
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Propozitia 1.1.3. Daca {1;}i>0 este un Co-semigrup, atunci existd

Tl _ o)
t—o00 t t>0 t
In |[T'(t)]]

Demonstratie: Notam o = inf € R. Consideram doua cazuri.

t>0

Cazul 1. Presupunem a € R. Atunci, din definitia infimumului rezulta ca

J o < BITO]

b) Ve > 0, Tty > 0

, Vt > 0;
[T (1)

< €.
to

Din a) obtinem ca e* < ||T'(t)||, pentru orice ¢t > 0 si din b) obtinem c& pentru orice
e > 0 exista to > 0 astfel incat ||T(to)|| < el@+)o,

t t
Fie ¢t > 0 si notam cu n = t_J’ de unde rezulta ca n < o < n + 1, adica
0 0
nty < t < (n+ 1)tg. Atunci, folosind proprietatile semigrupurilor, avem urmatoarele
relatii:

Trecand la norma obtinem

IT@ON < 1T = nto)[[[IT (o)™ || < 1T = nto) [H1T (o) ]I"

Logaritmand aceasta relatie avem
In[|T®)] <In||T(t — nto)|| + nln||T(to)|| < InMe“ty +nln||T(ty)|| =
=1In M + wtyg + nln ||T(t)]||, de unde rezulta ca

I [T@)) _ M oty

M wty |i
o ) = 2 o

(a4+e) — a+te.

< t
Prin urmare I
limsupM <a+4e, Ve>0.
t—o0
. . In [|T°(2) : . N N
Pentru ¢ — 0 obtinem lim sup ; < «a. Din relatia a) rezulta deasemenea ca
t—o00
In || 7T(¢
lign inf M > a. Astfel avem
In||T(t In||T(t
o < litminfM < limsupM < a,
—o0 t—o0



In ||T(t In ||T(t
de unde rezulta ca exista lim M =« = inf M
n—oo t t>0 t
Cazul 2. Presupunem ca o = —oo. Atunci pentru orice y € R exista ty astfel incat
In ||T(t
n t( ) < y. Analog ca si la cazul precedent obtinem relatia
In|T@)|| WM  wt M wt Lt
| ()HS +—0+ ln||T(t0)||:—-|— -2 4 — .
t t t t t to t—00
In ||T(t T(t
Deoarece y a fost ales arbitrar, rezulta ca lim sup M = —o00, adica tlim 7@ =
t—o00 —0o0
In ||T(t
—oo:mf—mH (>” O
t>0 t
Remarca 1.1.2. In demonstratia de mai sus am folosit faptul ci lim ﬂ = 1. Acest lucru

s—o0 S
se demonstreaza folosind urmatoarele inegalitati elementare din definitia partii intregi

s—1<|s] <s,

de unde deducem ca
s—1 |s| _s
<<l

s s s

Din criteriul clesgtelui rezulta ca limita cautata este intr-adevar egala cu 1.
Teorema 1.1.3. Dacd {T;}1>0 este un Co-semigrup, atunci

(1) =t BT T

t—00 t t>0 t

Demonstratie: Fie w > wo(T). Atunci exista M, > 0 astfel incat ||T(t)]] < M,e“",
In||[T(0)|_ In M,
= t

< w, si asta pentru orice w > wy(7"). Trecand la infimum

LY LG

oricare ar i t > 0. De aici rezulta ca
In [|T()

+ w. Trecand la limita pentru

t — oo, obtinem lim

n—oo

dupa w, obtinem ca lim

n—oo

In [[T°(t In || T(t
Fie a > Iifng all t( )l . Atunci exista ¢y > 0 astfel incat In [ 7o)l t( o)ll
g 0

t
consideram din nou n = L—J, ceea ce este echivalent cu nty < t < (n + 1)tp. Atunci
0

< a. Pentrut >0

avell
IO = 1Tt — nto) T (nto) | < |T'(t — nto)l[1T(t0) " < | T(t — nto)[|e*™™ =

= | T(t — nto)|le @0 Wt >0 (%)

Mai departe, consideram functia ¢ : [0,¢)] — Ry, ¢(s) = [|[T(s)|le”**. Din Teorema
de Cregtere exponentiala gtim ca exista M > 1, w € R astfel incat ¢(s) < Me“se™*s.
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Membrul drept al inegalitatii precedente este o functie continua pe [0, to] si astfel marginita
superior pe acest interval. Prin urmare exista M, = sup ||7(s)|[e”*". Din aceasta relatie
s€[0,t0]
si din (%) obtinem ca
|T(t)|| < Mae™, vVt > 0.
In||T(¢
Y

t>0
. Sintetizand rezultatele obtinem

De aici deducem ca wy(T') < a, . Trecand la infimum dupa « in relatia

)
precedents avem wy(T)) < infysq 2 HT

< - 77 — — K
wo(T) %gg ; nhm . wo(T),
ceea ce demonstreaza egalitatea ceruta. Il

Propozitia 1.1.4. Fie {T;}1>0 un Cy-semigrup si x € X. Atunci functia t — T(t)x
R, — X este continua pe R, .

Demonstratie: Continuitatea la dreapta in t > 0 rezulta din

1Tt + h)e =Tz < [TONIT ()2 — | —~ 0.

Continuitatea la stanga in t > 0 rezulta din

IT(t = h)x = T(t)xl| = Tt = h)x = T(t = h)T(h)x|| <
<T@ = WIT(h)a - all < MM T (h)z — «| oo 0

unde M si w sunt din Teorema de Cregtere Exponentiala. O

1.2 Generatorul Infinitezimal

Definitia 1.2.1. Fie {T}}:>o un Cyp-semigrup. Notam

D(A):{:UEX:EIIim M}

h—04+ h
si definim
T(h)x —
A:D(A) — X, Az = lim M
h—04+ h

Operatorul A se numeste generatorul infinitezimal al Cy-semigrupului {7;}:>o.

Exemplul 1.2.1. Fie semigrupul uniform continuu {7} };>0, T(t) = €', unde A € B(X).
Atunci A este generatorul infinitezimal al semigrupului {7} };>o.



Demonstratie: Calculam

T(h) -1 1 o= hk Ak =\ Wkt Ak =\ hk—1Ak
Hh_A h A Zk:!_A_Zk:'_
k=1 k=1 k=2
h*~ IIIAH'“ LA h’HAII
< Z Z <4 Z = || A" 1),
— (1+1)!
. U : . . _ T(h)—1
si observam ca acest ultim termen tinde la 0 cand A — 0,.. Prin urmare ———— converge
la A in norma din B(X). Deoarece convergenta in norma implica convergenta punctuala,
T(h)x —
rezulta ca lim M = Az, oricare ar fi x € X.
h—04 h

Prin urmare, generatorul infinitezimal al semigrupului uniform continuu {e!4};>¢ este

A.

Sa privim in continuare la anumite proprietati ale generatorului infinitezimal.

Propozitia 1.2.1. Daca x € D(A), atunci:
i) T(t)x € D(A), pentru orice t > 0 gi AT (t)x = T (t)Ax;

d
ii) Aplicatia T'(-)z : Ry — X este derivabila si &T(t)a: = AT (t)x = T(t)Ax;

iir) T(t)x —T(s)x = / T(7)Azdr.

T(h)T(t)x —T(t T(h)x —
Demonstratie: 1) Observam ca ()T >; (t)z = T(t) ( )Z z T(t)Axz,
pentru A — 0. De aici deducem ca T'(t)z € D(A) si AT (t)x = T'(t)Ax.
T(t+h)x—T( T(h)x —
ii) Fie h > 0 si « € D(A). Atunci (t+ )z (Hz = T(t) W)z =z T(t)Axz,
: : . o . dTT)r
pentru h — 0. si astfel derivata la dreapta in T'(t)z exista si este egala cu - exista
si este egala cu T'(t) Ax.
Pentru calculul derivatei la stanga avem
— —-T T(t — —T(t—
H (t h)a: (t)x () Ax]| = H (t h+h);i (t —h)x () Ax]| =
T(h)x —
H (t—h) 2L~ W)T(h)Az|| < |T(t - b)) ‘ T p(h)As|| <
<Me*t=h) % — T(h)Az|| < M=) % — Azl +

+Me* M || T (h) Az — Az| — 0,
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d=T(t)x

atunci cand h — 04, si astfel derivata la stanga exista si este egala cu -
AT (t)x = T(t)Ax.

d
iii) Fie x € D(A). Atunci aT(t)x = T(t)Ax = AT(t)z. Integrand de la s la t

obtinem
t t
d
/ T(r)Azdr = / d—T(T)IdT =T(t)x —T(s)z.
S S T
¢
Propozitia 1.2.2. Pentru orice v € X si pentru orice t > 0 avem / T(r)xzdr € D(A)
0

si A/OtT(T)a:dT =T(t)xr — z.

Demonstratie: Avem

T o Tedr — o Tr)odr_ L [ s 1 [ 7ryar

1 t+h 1 t 1 t+h 1 h
E/t T(s)xds — E/o T(s)xds = E/t T(s)xds — E/o T(s)xds.

t
Ultimul termen, pentru h — 04 tinde la 7'(t)x —z, ceea ce ne arata ca / T(r)sdr € D(A)
0

A ( /0 t T(T)xdT) = T(t)x — x.

Propozitia 1.2.3. Daca {T;}1>0 este un Co-semigrup, atunci D(A) = X.

si

1

Demonstratie: Fie x € X. Atunci /n T(7)dr € D(A), pentru orice n € N*. De aici

0
1

n 1 n
rezulta ca n/ T(t)xzdr € D(A) pentru orice n € N*. Dar gtim ca T/ T(r)zdr — x,
0 n Jo

ceea ce implica faptul ca X C D(A). Cum incluziunea reciproca este evidenta din definitia

lui D(A), rezulta ca D(A) = X. O

Teorema 1.2.1. (Teorema de unicitate a generarii) Fie {T;}1>0 si {St}>0 douad
Co-semigrupuri, care au acelagi generator A. Atunci rezulta ca T(t) = S(t), pentru orice
t>0.

Demonstratie: Fie x € D(A) gi t > 0. Definim u : [0,t] — X, u(s) = T(t — s5)S(s)x.
Atunci u(s) = =T(t — s)AS(s)x + T(t — s)AS(s)x = 0, pentru orice s € [0,t], de unde
rezultd ca u este constanta pe [0,%], si astfel u(0) = wu(t), ceea ce este echivalent cu
T(t)x = S(t)z, pentru orice x € D(A). Cum D(A) = X, rezulta ca T'(t) = S(t), ¥Vt > 0.
O

11



Teorema 1.2.2. Dacd {T;}1>0 este Co-semigrup si A este generatorul sau infinitezimal,
atunci A este inchis.

Demonstratie: Vom folosi Principiul Graficului Inchis. Fie z, — z, z, € D(A) si
Az, — y. Vom demonstra ca x € D(A) si Az =y. Din z,, € D(A), z,, — z rezulta

n—oo

T(t)x, — x, = /OtT(T)AZEndT — T(t)r — x.

Mai departe avem

1T (7) Az = T()yl| < [T(T)[[[Azn —y|| < Me*T|| Az —y[| —— 0,

de unde rezulta ca T(-)Azx, converge uniform pe [0,t] la T'(-)y, astfel, interschimband
limita cu integrala avem

¢ t
/ T(r)Az,dr —— [ T(7)ydr.
0

n—oo 0

t
Astfel T(t)x — x = / T(7)ydr si
0

Ttz —x 1 [

— = 2/0 T(T)ydr —>t_>0+ Y.
Deci z € D(A) si Ax = y. d
Exemplul 1.2.2. (Semigrupul de translatii) Fie

X ={f:R— R: f uniform continua gi marginita pe R, },

cu |||l = sgg)]f(tﬂ siT) : X — X, (T@t)f)(s) = f(t+s). Atunci {T};}+>¢ este
t=>

un Cg-semigrup, cu generatorul infinitezimal A : D(A) — X cu D(A) = {f € X :

f derivabila pe Ry, f" € X} si Af = f.

Demonstratie: Se observa evident ca T(0) = I §i T'(s +t) = T(s)T(t). Pentru
proprietatea de Cyp-semigrupprocedam in felul urmator. Calculam

@) s — flil = sup [ T(@)f(s) = f(s)] = sup|f(s+1t) = f(s)].

s>0

Pentru ca f este uniform continua pe R, , stim ca pentru orice € > 0 exista § > 0
astfel incat pentru orice u,v > 0 astfel incat |u — v| < 0 avem |f(u) — f(v)| < e.

Prin urmare, pentru ¢t < 6 avem |f(s+t) — f(s)| <&, Vs > 0. Trecand la supremum,
si folosind calculele de mai sus obtinem ca pentru orice £ > 0 exista > 0 astfel incat

T ().f = £l =Sglo>|f(8+t) —fls)l <,

12



pentru orice t < §. Prin urmare tli%l T(t)f = f pentru orice f € X.
—04

Aratam in continuare ca

D(A)={f € X : f derivabila pe R,, f' € X} si Af = f'.

T(h)f —
'—< )~ f — Af‘ H — 04, ceea ce este echivalent cu faptul

Fie f € D(A). Atunci Y

T(h)f(t) = f(t)

ca sup — Af(t)| — 04, de unde obtinem ca
>0 h
t+h)— f(t
sup f(t+h) f()—Af(t)’—>0+.
>0 h

Astfel, oricare ar fi t > 0 avem

) - F@)
Jim S — Af(),
L L - dTf(1) : y
de unde rezulta ca f e derivabila la dreapta si = Af(t), oricare ar fi t > 0. Notam,

o
pentru simplificarea calculelor ce urmeazu a Af = g € X. Vrem acum sa demonstram
existenta derivatei la stanga, si pentru aceasta consideram ¢ > h > 0 i notam t — h = s.
Atunci

IO | = [ LR o) -

=[P | = [P ) g00) gt 1) <
< [P o)) 1 lg(s +) — (5)1 =

= [P g 4 mmygts) — o) <

< || PR = o[+ iz sl o

Prin urmare f admite derivata la stanga egala cu Af, ceea ce demonstreaza faptul ca
f este derivabila pe Ry si Af = f’. Astfel am demonstrat ca

D(A) Cc{f € X : fderivabilape Ry, f'e X} g Af = f.

Pentru demonstrarea incluziunii inverse calculam

‘T(h)lj:—f_f, ~sup f(t+h]z—f(t) _ | =
= sup |f(c) = f'()l;
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unde ¢ € (t,t+ h) din Teorema lui Lagrange. Deoarece f € X rezulta ca f’ este uniform
continua pe R,, gi acest fapt demonstreaza ca hlir(r)l sup |f'(¢) — f'(t)] = 0 pentru ca
=04+ >0

|c — t| < h. Din criteriul comparatiei rezulta ca Af = f’. Prin urmare f € D(A), fapt ce
demonstreaza si incluziunea inversa.

Se poate constata usor ca generatorul infinitezimal al semigrupului de translatii este
nemarginit daca consideram

fat)=(1—=t)", 0<t<1
0, t>1 '

Atunci f, € D(A) si |||Af.||| = n, pentru orice n > 2.

Teorema 1.2.3. (Teorema de caracterizare a semigrupurilor uniform continue)
Fie {T;}i>0 un Co-semigrup. Atunci {Ti}i>o este uniform continuu dacd si numai daca
generatorul sau infinitezimal A € B(X).

Demonstratie:  Suficienta: Consideram S(t) = e, care este un Cy-semigrup cu

generatorul infinitezimal A. Daca A este si generatorul infinitelui 7', atunci, din teorema
de generare T'(t) = S(t) = €' pentru orice ¢t > 0. Prin urmare {7} }; 4e0 este semigrup
uniform continuu.

Necesitatea: Daca {T;};>0 este semigrup uniform continuu, atunci Pn% |T(t)—1I|| = 0.

Atunci avem

H%/Ot T(r)dr — IH _ %

Fie 0 < € < 1 pentru care exista § > 0 astfel incat ||T'(¢) — I]| < e, Vt € [0, d]. Atunci,
din inegalitatea demonstrata mai sus avem

H%/OtT(T)dT

1 [° !
Alegem p € [0,6]. Conform Teoremei Lui Riesz exista <— / T(T)dT) € B(X),
P Jo

o -1
ceea ce implica existenta lui < / T(T)dT) € B(X). Pentru h > 0 avem
0

HO=T [ rar =3 ["1 v ar =1 ["1mar -

1 p+h 1 p 1 p+h 1 h
= E/h T(s)ds — %/o T(s)ds = E/p T(s)ds — E/o T(s)ds.

14
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p
Folosind inversabilitatea lui / T'(7)dr obtinem
0

ML (e [ (f o)

T - D) ( /0 pT(T)dT) B,

h—04+

Prin urmare A € B(X). O

Definitia 1.2.2. Fie X un spatiu Banach peste C. Pentru un operator A : D(A) C
X — X se definegte mul{imea sa rezolventa ca fiind p(A) = {\ € C: I\ — A)~1} i se
defineste rezolventa lui A ca fiind R(\; A) = (A] — A)~%,

Se numeste spectrul lui A multimea o(A) = C\ p(A).

Teorema 1.2.4. (Transformata Laplace a Cy-semigrupului {7}};>¢0 Dacd {1};}i>0
este un Co-semigrup si X € C cu proprietatea Re\ > wo(T), atunci

A€ p(A) si RO\ A)x = / e MT(t)xdt.
0

Demonstratie: Fie © € X, A € C cu proprietatea ca ReA > wo(T) si Ryz =

/ e MT(t)xdt. Atunoi/ ||e_’\tT(t)x||dt:/ |e_’\t|||T(t)x||dt:/ e RN\ T (8) 2| dt.
0 0 0 0

Fie acum w astfel incat wy(7) < w < ReAl. Atunci exista M > 0 astfel incat
IT@)|| < Me™“*, oricare ar fi t > 0. Astfel

o o0 M
/ le™MT ()| dt < / Me RNt || || dt = Ml < 00.
0 0 Rel —w

Prin urmare ||Ryz|| < |||, oricare ar fi x € X. Mai departe avem

Rel —w

T(h)R)\.T — R,\x 1

oo 1 o
— —)\tT . _/ —)\tT —
h h /0 e (h+t)zdt n e (t)zdt

oo 1 oo
= —/ e AT (s)ads — —/ e MT(s)xds =
h Jn h Jo

eMh [ 1 [
=5 : AT (s)xds — %/0 e T (s)xds =
eM —1

Astfel rezulta ca Ryz € D(A), AR x = ARz — x si astfel ARyx — ARyz = z, oricare ar
fizeX.
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Fie acum x € D(A). Atunci

Ry Ax :/ e MT(t) Axdt :/ e"viT(t)xdt =

= e NT(t)a

+ )\/ e MT()adt = —x + ARy
0 0

Astfel rezulta ca x = Ry(A — A) pentru orice x € D(A), ceea ce arata ca A € p(A) si
R\ Az =\ —A)'v=Ra= / e MT(t)dt.
0

g

Propozitia 1.2.4. Daca A € B(X), o(A) este spectrul lui A i T este o curba inchisd,
rectificabila Jordan, ce contine o(A), atunci

1
et = _— [ MR(\; A)dA.

2wt Jr

Demonstratie: Vom folosi teorema Cauchy Goursat care spune ca daca o functie
este olomorfa intr-un disc, atunci integrala pe orice curba inchisa continuta in acel disc
este nula. Astfel, avand o curba inchisa I' §i o alta IV care o contine pe aceasta si
de aceeasi orientare, integalele functiei noastre au aceeasi valoare pe I' si . Astfel,
alegem un disc suficient de mare, ce contine spectrul lui A si curba I', si are raza mai
mare decat ||A||. Atunci, conform celor de mai sus putem alege I' cu proprietatea ca

1
—A
A

|A| > ||A|| pentru orice A € I". Atunci vom avea

‘ < 1, si din teorema lui Riesz avem

1\ &1
(] — XA> = ; FA’“, de unde deducem ca

1 1\ <1,
k=0

Inmultind cu e, integrand si tindnd cont ¢i convergenta seriei este uniforma, conform
criteriului lui Wlerestrass obtinem

1 AN = 1 et .
— A A)d = — dX A”.
27i /F R T omi / Z )\"3+1 ; 271 /F Aft1

Acum folosim formula lui Cauchy pentru calculul derivatei unei functii olomorfe in €2
¢u C' un cerc continut in €2

1) = g [ o

27i u — z)ntt
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pentru z din interiorul lui C. Avand in vedere discutia de mai sus, aceasta formula ramane
adevarata daca inlocuim C' cu o alta curba inchisa care contine C'. Prin urmare, in cazul
nostru pentru f(\) = e* calculul derivatei de ordinul & in 0 ne conduce la

dk k! et
th = —eM) (0 :—/—d)\
(d)\ke >() oi Jp ALY
At tk
A= ik prin urmare

1 e
adica —
277'2 r >\k+1

1 At - tk k tA
— [ MR AN =3 Ak = e,
2m'/re (O 4) kzzok:! ‘

Teorema 1.2.5. Dacd T(t) = e si A € B(X), atunci wo(T) = sup Rea(A).

Demonstratie: Fie A € o(A). Conform teoremei 1.2.4 in mod necesar vom avea
ReA < wy(T), de unde rezulta imediat ca sup Reo(A) < wy(T), pentru orice A generator
infinitezimal al unui Cy-semigrup.

Sa presupunem acum ca sup Reo(A) < wo(T), ceea ce implica existenta lui v €
(supRec(A),wo(T)). Fie I' o curba inchisa, rectificabila Jordan, pozitiv orientata ce
contine o(A), cu proprietatea ca pentru orice A € I' sa avem Re\ < v. Atunci, din
teorema precedenta

le ) =T ()] =

1 At
— X A)dA|| <
o s <

1 1
<= / RN R(A; A)||dN € —£(T)e sup [|R(A; A)|| = Me”,
27 Jp 27 el

1
unde £(I") este lungimea curbei I' §i M = max {Z—E(F) sup ||[R(A; A)||, 1}. Prin urmare
™ Aer

din definitia lui wy(7) ar rezulta ca wy(T') < v, ceea ce este in contraditie cu presupunerea
facuta.

In concluzie sup Reo(A) = wy(T). O

Remarca 1.2.1. Dupa cum am vazut in Teorema 1.2.4 orice numar complex A cu ReA >
wo(T) se afla in rezolventa lui A, si in concluzie are loc inegalitatea sup Rec(A) < wy(T).
In teorema precedenta am vazut ca apare egalitatea in cazul in care generatorul este
operator marginit. In general, inegalitatea poate fi si stricta, dupa cum se poate vedea
intr-un exemplu dat de Zabczyk in [17]. Mai mult, pentru orice doua numere reale a < b
se poate construi un Cy semigrup {73}:>o cu generatorul infinitezimal A, astfel incat
a = sup Rec(A) si b = wy(7T'). Pentru mai multe detalii vezi [13]

Propozitia 1.2.5. Fie {T;};>0 un semigrup de operatori astfel incdt existda ty > 0 cu
T(ty) operator inversabil. Atunci T(t) este inversabil pentru orice t > 0.
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Demonstratie: Daca t € (0,ty) atunci T'(tg) = T'(to — t)T'(t) = T(t)T(to — t) ceea ce
implica faptul ca T'(t) este inversabil.

t
Daca t > to notam cu n = L—J € N* si obtinem nty < t < (n + 1)tg. Astfel
0

T(t) = T(t — nto)T(ty)", ceea ce este o compunere de operatori inversabili pentru ca

t —nty < to ( vezi cazul anterior ) si T'(t) este inversabil din ipotezi. In concluzie T'(t)
este inversabil. g

Propozitia 1.2.6. Daca {Ti}i>0 este un Co-semigrup de operatori inversabili, atunci
{T; '}i>0 este deasemenea un Cy-semigrup.

Demonstratie: Proprietatea de semigrup este imediata. Pentru a demonstra propri-
etatea de Cyp-semigrup, procedam dupa cum urmeaza. Fie x € X si h € (0,1). Atunci
T(1) =T(h)T(1 — h), de unde deducem ca T~ (h)x = T(1 — h)T~*(1)asi prin trecere la
limita pentru A — 04 se obtine rezulatul dorit. U

Propozitia 1.2.7. Fie {T;}i>0 un Co-semigrup de operatori inversabili cu generatorul
infinitezimal A. Atunci —A este generatorul infinitezimal al Co-semigrupului {T, ' }i>o.

Demonstratie: Fie x € D(A). Atunci

. %Hm

1 .
HT (h)x —x <

h

o

—T(h
<||IT7'(n)| # + Az|| + ||[Az — T'(h)Az|| <

T(h)x

h_x—Ax

S Mewh

+||T(h)Ax — Az|| —— 0
h—04

de unde rezulta cd —A este generatorul infinitezimal al semigrupului {77 (¢)}¢>0. O
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1.3 Semigrupuri in Spatii Hilbert

In aceasti sectiune, vom demonstra faptul ca adjunctul unui semigrup definit pe un
spatiu Hilbert este deasemenea un Cyp-semigrup, si vom gasi relatia dintre generatorul
infinitezimal al semigrupului initial si generatorul infinitezimal al adjunctului semigrupului
initial.

Fie X un spatiu Hilbert, {T;};>0 un Co-semigrup cu generatorul infinitezimal A :
D(A) € X — X. Vom nota cu

DAY ={ye Xz~ (Az,y) : D(A) — R sau C este marginita}.
Atunci din teorema de reprezentare a lui Riesz exista un singur y* € X cu (Az,y) =

(x,y*), pentru orice x € D(A). Definim A* : D(A*) — X, prin A*y = y* denumit
adjunctul lui A. Proprietatea caracterizanta a adjunctului este

(Az,y) = (z, A™y), Yo € D(A), Yy € D(A"),

Urmatoarea teorema demonstreaza faptul ca A* este dens definit.

Teorema 1.3.1. D(A*) = X.

Demonstratie: Sa presupunem prin reducere la absurd ca D(A*) # X. Atunci exista
Yo € X, yo # 0 astfel incat (yo,y) = 0 pentru orice y € D(A*), fapt care rezulta din
descompunerea X = D(A*) @& D(A*)t. Deoarece A este operator liniar inchis, deducem
ca graficul sau G4 = {(z, Az) : * € D(A)} este un subspatiu liniar inchis in X x X cu
proprietatea ca (0,yy) ¢ G 4.

Aplicam teorema Hahn-Banach, care spune ca exista o functionala liniara definita
pe X x X care se anuleaza pe G4 si nu se anuleaza in (0,yy). Fiind o functionala in
spatiul Hilbert X x X cu produsul scalar ((a,b), (¢,d)) = (a,c) + (b,d), din teorema de
reprezentare a lui Riesz, stim ca exista (u,v) € X x X astfel incat functionala noastra sa
aiba forma (z,y) — ((z,v), (u,v)). Prin urmare, din defintia acestei functionale avem

<(07y0)7 <u7v)> = <u7 0> + <U7 y0> 7£ 0,
i
((x, Ax), (u,v)) = (u,z) + (v, Ax) =0, Vo € D(A).

Prin urmare (Az,v) = —(z,u),Vx € D(A), ceea ce ne arata ca v € D(A*), adica
(yo,v) = 0, ceea ce contrazice relatia ((0,yo), (u,v)) # 0.

Astfel am ajuns la o contradictie, ceea ce ne arata ca presupunerea facuta a fost falsa.
Prin urmare D(A*) = X. O

Teorema 1.3.2. Fie X un spatiu Hilbert si {T;}i>0 un Co-semigrup cu generatorul
infinitezimal A. Atunci {T} }+>0 este un Cy-semigrup cu generatorul A*.
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Demonstratie: Proprietatea de semigrup este imediata, prin trecere la adjuncti. Sa
demonstram acum proprietatea de Cyp-semigrup. Fie z € D(A), y € D(A").

.70y = )] = 4702 =) = [( [ AT<T>xdT,y>‘ _

(T( Yz, A*y)dr

/] T)x, A*y)|dr <

unde M si w sunt din proprietatea de crestere exponentiala a lui {7}};>¢ si ultima
inegalitate este inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz intre produsul scalar si norma
generata de acesta.

h

= / (AT (1)x,y)dr
0

< Me*"||=]||| A*yl|R,

Deoarece D(A) = X, pentru un sir (x,) C D(A) care converge la T*(h)y — y folosind
inegalitatea descoperitd mai sus obtinem ca ||[T*(h)y — y|| < Me“h||A*y||h, Vy € D(A*),
si astfel pentru h — 04 se obtine hh%l T*(h)y =y, Yy € D(A").

—04
Dar deasemenea D(A*) = X, ceea ce implica imediat faptul c& hh%l T*(h)y =y, Yy €
—04
X, adica {T} }i>0 este un Cy-semigrup.

Fie B generatorul lui {7} }:>0, * € D(A) si y € D(B). Atunci

<$’ T*(hiLy—y> _ <T(h);;c—a:7y>’ h >0,

ceea ce este echivalent cu (z, Bx) = (Az,x), Vo € D(A). Astfel deducem ca functionala
v (Az,y) : D(A) = R(C)

este marginita (continua), de unde rezulta ca y € D(A*) si A*y = By, Yy € D(B). Prin
urmare D(B) C D(A*) si A*y = By, Vy € D(B).

Fie acum x € D(A) si y € D(A*). Avem
Ty =) = (e =) = { [ AT)adny) = [Tz ar =
_ /0 T () Ay dr = <:c /0 ' T*(T)A*td7->, vz € D(A).

Deoarece D(A) = X vom avea T*(h)y —y = fo T*(1)A*ydr, Yy € D(A"), si astfel

T*(h)y — I
lim Ty =y = lim —/ T*(1)A*ydr = A*y.
0

h—04 h h—0,4

Prin urmare y € D(B) si By = A*y ceea ce implica D(A*) C D(B).
In concluzie D(A*) = D(B) si A* = B. O
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Capitolul 2

Teoreme de generare pentru
Co-semigrupuri

In capitolul precedent am vazut ca fiecare Cy-semigrup are un generator infinitezimal
A: D(A) — X, care are urmatoarele proprietati:

e generatorul este operator inchis

e domeniul de definitie este dens in X

e spectrul sau este continut intr-un semiplan stang al planului complex

Aceste conditii nu sunt suficiente, agsa cum putem vedea din urmatorul exemplu.

Exemplul 2.0.1. Pe spatiul
X :={f € Cy(Ry) : f derivabila cu derivata continua pe [0, 1]}

dotat cu norma || f|| = sup |f(s)|+ sup |f'(s)|, consideram operatorul (A, D(A)) definit

seERy s€[0,1]

prin Af = f' pentru f € D(A) :={f € C4(R,) : f' € X}.

Spatiul Cy(R,) fiind spatiul functiilor continue pe R, care se anuleaza la infinit,
putem vedea ca definitiile de mai sus sunt corecte, si operatorul A este dens definit si
inchis. Pentru A € C cu partea reala strict pozitiva, observam ca (A — A)(f) = Af — f".
Ne intereseaza daca acest operator este inversabil, adica din relatia A\f — f’ = ¢, unde
g € X sa putem afla pe f in functie de g. Acest lucru este posibil in modul urmator.

o0

M= [ =g (—e 1) = e Ng(t) = e N (1) = / e g(s)ds
& ft) = /too e N7 f(5)ds.
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Am integrat de la t la co pentru ca la infinit functiile considerate aveau limita 0. Prin
urmare R(\; A)(f)(t) = / e A7) f(s)ds pentru f € X, t > 0. Si presupunem acum
0
ca A genereaza un Cy-semigrup {7;}>0 pe X. Pentru f € D(A) si s,t > 0 definim
§(r) == Tt —=7)f)(s+7), 7 €01
care e o functie derivabila si derivata ei satisface
§(r) = =Tt =1)Af)(s+7) + (Tt =7)f )5 +7) =0

si prin urmare (7'(t)f)(s) = £(0) = &(t) = f(s+1t). Aceasta ne arata ca {7} };>0 ar trebui
sa fie semigrupul de translatii, insa acesta nu 1l invariaza pe X.

Prin urmare conditiile enuntate nu sunt suficiente pentru ca A sa fie un generator de

Co-semigrup.

O alta conditie necesara se poate obtine folosind transformata Laplace a semigrupului
( Teorema 1.2.4 ). Pentru z € X, A € C cu ReA > wy(T) si w € (wo(T),ReN) si M pe
care 1l putem gasi astfel incat ||T(¢)|| < Me*" avem

RN Al S/O le™ X T (@) [l dt

o M
< M||z|| / e~ (Red=w)tqy — M, Ve € X.
0 Rel —w
: y : y M
Prin urmare o alta relatie necesara este ||R(A; A)|| < S pentru w > wy(7), ReA >
eA —w

wo(T), w € (wo(T),ReA). Aceasta conditie se va dovedi si suficienta in cazul in care
M = 1. In teorema ce urmeaza vom considera conditii de acest tip care ne asigura
existenta unui semigrup generat de A.

Cazul in care A este operator marginit este simplu, prin folosirea functiei exponentiale.
Atunci cand operatorul este nemarginit apar problemele.

Exista mai multe moduri in care putem defini exponentiala unui operator marginit

° etAzio:;_n'An

k=0

1
tA _ At - A
o _?m'/pe R(\; A)dA

e ¢ = lim (I+£A) = lim (I—EA) .
n—oo n n—0o0 n
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Ne intereseaza ce metode am putea folosi pentru a putea defini ”exponentiala” unui
anumit operator nemarginit. Primele doua formule nu ne dau prea multe indicatii in acest
sens, dar partea a doua din formula a treia o putem scrie ca si

, n_(/n n
et = lim [—R (—; A)} ,
n—oo Lt t
formula ce implica folosirea de puteri de operatori marginiti, si aceasta a fost si ideea lui

Hille de a folosi aceasta formula si a demonstra ca in anumite cazuri aceasta limita exista,
si defineste un Cy-semigrup.

Deoarece stim cum sa definim exponentiala unui operator marginit, am putea sa
incercam sa aproximam un operator nemarginit A printr-un sir de operatori marginiti
(An)n>o sl sa speram ca exista limita lim et

n—oo

Aceasta a fost ideea lui Yosida, si o vom vedea la lucru in teorema urmatoare.

n care ar putea fi Cp-semigrupul cautat.

2.1 Teorema Hille-Yosida

Teorema 2.1.1. (Teorema Hille-Yosida) Fie A: D(A) C X — X un operator liniar,
inchis, cu D(A) = X. Daca exista M > 0 gi w € R astfel incat:

1) (w,00) C p(A);

i) ||R(A;A)™| < , oricare ar fi A\ > w si oricare ar fin € N,

M
(A —w)

atunci exista un unic Co-semigrup {Ii}i>0, avand pe A ca si generator infinitezimal, si
|T(t)]| < Me**, oricare ar fit > 0.

Demonstrtie: Pentru a structura ideile, vom impatti demonstratia in mai multe etape.

Etapa 1. Aratam ca:

lim AR(\; A)x = z, oricare ar fi x € X.

A—00

Fie x € D(A). Atunci R(\; A)(AM — A)z = x, de unde obtinem
AR(N; A)z — = R(\; A)Ax.

Prin trecere la norma deducem ca

M
IAR(A; A)z — | = |[R(X; A)Az]| < [|R(OA; Al Al < s—[|Az]| -—— 0,

ceea ce arata ca lim AR(\; A)x = x, pentru orice z € D(A).

A—00
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Fie acum =z € X si € > 0. Din densitatea lui D(A) in X stim ca exista y € D(A)
astfel incat ||z —y|| < e. Atunci

IAR(A; Az — || < IAR(X; A)x = AR(X; Ayl + [[AR(A; Ay — yl| + [l — yll <
< AR Al = yll + AR A)y =yl + lly — =]
A

< oMz =yl + ARG Ay =yl + [y — =]l

Trecand la limita superioara pentru A — oo in inegalitatea obtinuta avem

limsup [|AR(A; A)z — 2| < Mz —yl| + [l — yl| < (M + 1)e.

A—00

Cum ¢ > 0 a fost ales arbitrar, rezulta ca limsup [[AR(\; A)x — z|| = 0, iar din
A—00
inegalitatile

0< li){n inf [AR(\; A)z — z|| < limsup [|[AR(\; A)z — z|| = 0,

A—00
rezultd ca exista limy o [[AR(N; A)x — z|| = 0.
FEtapa a 2-a. Aratam ca

lim A’R(\; A)z — Az = Ax, oricare ar fi v € D(A).

A—00

Fie x € D(A). Atunci, din aceasi egalitate R(\;A)(M — A)x = =z, obtinem
R(\; A)x — x = R(\; A) Az, care prin inmultire cu A devine

NR(\; A)r — \v = AR(\; A) A
Trecem la limita pentru A — oo in inegalitatea precedenta, si folosim Ftapa 1. pentru a
obtine ceea ce ne-am propus.

Etapa a 3-a. Notam S,(t) = e, unde Ay = \?R()\; A) — M\ si aritdm ci existd
A1im Si(t)z care este uniforma pe orice interval marginit [0,b], pentru fiecare
—00
r e X.

Avem
[SA(B)]) = || emO | — =y ey
ZR(A2R(N; A))F R ORI R(X; A
_ =Xt ) -\t )
- Zk:o k! s Z k! =

k=0

)\t - (>‘2t)kM _ a2 Qwt
<e Zk!()\—w)k_Me ex—w = Mex—w.
k=0
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Fie r > 1. Deoarece lim 2 = 1, existd 6(r) > 0 astfel incat oricare ar fi A > 4 sd

A—oo

avem < r, ceea ce e echivalent cu A < A\r — wr. Mai departe, A(1 —r) < —wr, de

A—w
wr
unde obtinem A > P pe care il alegem pe post de d(r). Astfel, oricare ar fi r > 1 i
r —
oricare ar fi A > 0(r) avem ||S\(¢)|| < Me™*, ceea ce ne arata ca Sy (t) privita ca si functie
de X este o functie marginita pe ((r), 00).

Fie x € D(A). Atunci Ayx — Az pentru A — oo, conform etapei 2. Prin urmare

1
Sx(t)x — Su(t)x = / ieSMAe(l_s)tmxds =
o ds

1
_ / (EStAAG(l_S)tA“tA)\I . €StA)‘6(1_s)tA“tA’qu’) ds
0

1
:/ testAre= (A — A, x)ds.
0

Trecand la norma obtinem

1
1Sx(H)2 = Su()z| < / tlle*t e [[[| Ayar — Aylds <
0

1
< tf|Axz — Az / lest [l |ds <
0
1
< t]|Ayr — A,z / Mest Mero(1=)tds =
0

= M*t||Ayz — Az /1 e"'ds <
< M?te™||Ayz — AMQSH,
pentru orice A\, u > 0(r) si r > 1.
Pentru t € [0,b], b € R, avem

|1Sx(t)x — Su(t)z]| < ( sup M2sems> |Ayz — A,z|| —— 0.

s€(o,b] A p—00
Cum S, (t) este uniform marginit dupa A > §(r) rezulta ca exista /\lim Sx(t)z care este
uniforma pe fiecare interval [0, b] si notam cu T'(t)z = limy o, S\ (t)z, pentru orice z € X.
FEtapa a 4-a. Demonstram caum ca {7;};>, este Cy-semigrupul cautat.

Avem S,(0)z = Ix = x, pentru orice A, de unde deducem ca T'(0)x = z, oricare ar fi
x € X, adica T(0) = I.

Analog, daci s,t > 0 avem Sy (s + t)x = ey = esMetby = G, (5) S, (¢)x, pentru
orice A. Prin trecere la limita cu A — oo avem T'(s+t)x = T'(s)T'(t)x, oricare ar fi z € X.
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Pentru ¢t > 0, avem ||Sy\(t)z| < Me™!||x||, oricare ar i A > §(r) i x € X, pentru
A — oo obtinem ||T(¢)x|| < Me™*||z||, oricare ar fi x € X, gi oricare ar fi 7 > 1. Pentru
r — 1 deducem || T(t)z|| < Me“t||z||, oricare ar fi x € X, ceea ce implica ||T'(t)|| < Me*".

Verificam acum proprietatea de tare continuitate. Din th%l S\(t)z = x, pentru orice
—04
x € X gi limy_ o Sx(t)z = T(t)z uniform pe [0,b], tindnd cont ca putem interschimba

limitele intre ele, una fiind uniforma rezulta ca

lim T'(t)x = lim lim Sy(¢)z = lim lim S)(t)x = lim =z =z, Vz € X.

t—04 t—04 A—o0 A—o0t—04 A—00
Astfel {T;}4>0 este un Cy-semigrup.

Astfel existd B, generatorul infinitezimal al lui {T}}o. In continuare, dorim si
demonstram ca A = B.

Fie z € D(A). Avem urmatoarele relatii:

|Sx(T)Axz — T'(1)Azx|| = ||Sx(T) Axx — S\(7) Az + Sy(1) Az — T'(1)Azx| <
< [[Sx(D)[[lAxz — Az|| + [|Sx(7)Ax — T(1)Az|| <
< Me™T||Ayx — Az|| + ||Sa(1) Az — T'(1) Az || <
< <sup Merews> |Axx — Az|| + [|Sx(T) Az — T(1) Az.|

s€[0,t]

Trecand la limita pentru A — oo obtinem ca )\lim |Sx(T) Az — T'(7)Az|| = 0 uniform in

raport cu 7 € [0,].

t
Pentru z € D(A) avem S)(t)xr — z = / Sx(T)Ayxdr. Trecand la limita pentru
0
A — oo gi folosind convergenta uniforma pentru a schimba limita cu integrala obtinem ca
t

T(t)xr —x = / T(7)Axdr, oricare ar fi z € D(A). Astfel avem
0

T(t)x — 1 [
Mz -z = ;/ T(r)Azdr —— T'(0)Ax = Ax.
0

t t—04
Astfel am obtinut ca D(A) C D(B) si Bx = Ax, oricare ar fi x € D(A).

Fie A € R, A > w. Atunci A € p(B) N p(A) i (M — A)(D(A)) = (M — B)(D(A )
(M —B)(D(B)). Cum A\ —A : D(A) — X este inversabil, rezulta ca (A —A)(D(A)) =

si din incluziunea precedenta (A — B)(D(A)) = X. Cum, deasemenea A € p(B) avem
R(\; B)X = R(\; B)(M — B)(D(A)), adica R(X\; B)X = D(A), ceea ce este echivalent cu
D(A) = D(B). Prin urmare A = B, si {7} }+>0 este semigrupul cautat. O

O consecinta imediata a teoremei de mai sus este

Corolarul 2.1.1. Fie A : D(A) C X — X un operator liniar inchis, cu D(A) = X
pentru care exista w € R astfel incat
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i (w,00) C p(A);

1
1 NA| < —— VA .
i) IR AN < 5=, YA > w

Atunci existd {T; }i>0 un Co-semigrup cu ||T(t)]] < e**, oricare ar fi t > 0, avindu-l pe A
ca $i generator infinitezimal.

Demonstratie: Avem ||R(A; A)™|| < [|[R(A;A)||™ < , oricare ar i n € N,

(A—w)r
oricare ar fi A > w. Din Teorema Hille-Yosida (M = 1) rezulta ca exista un unic Co-
semigrup {7} };>o care il are pe A ca gi generator infinitezimal si ||T'(¢)]| < e**, oricare ar
fit>0. U

Teorema Hille-Yosida este foarte greu de folosit in aplicatii concrete pentru M > 1,
datorita conditiei iii), care necesita o infinitate de verificari. Vom prezenta mai departe o
alta teorema, echivalenta cu Teorema Hille-Yosida, care poate fi folosita mult mai usor in
aplicatii.

Definitia 2.1.1. Un operator T : D(T) C X — X, unde X este un spatiu Banach se
numeste acretiv daca pentru orice A > (0 avem

|1+ AT)a — (I + AT)y|l 2 e — yll, Yo,y € D(T), YA > 0.

Remarca 2.1.1. In cazul in care X este un spatiu prehilbertian, un operator T : D(T') C
X — X se numeste monoton daca Re(Fx — Fy,x —y) > 0, pentru orice z,y € D(T).
Atunci are loc echivalenta

T este acretiv < T este monoton

In continuare, pentru un operator 7' : D(T) € X — X vom nota cu R(T) imaginea
lui D(T) prin T.

Vom avea nevoie de urmatoarea propozitie:

Propozitia 2.1.1. Daca {T}}i>0 este un Co-semigrup atunci ezistd w € R si 0o norma
echivalentd || - || pe X astfel incat ||T(t)z||. < e“*||z||e pentru orice x € X si orice t > 0.

Demonstratie: Din proprietatea de crestere exponentiala exista M,w € R, M > 1,
astfel incat | T(t)z|| < Me“!||z|| pentru orice t > 0 si orice z € X. Definim

llle = sup e | T (t)z||(< M), Yz € X,
t>0

si observam ca ||z]| < ||z|le < M||z|| st [|ax|le = |a|||z] pentru orice z € X si a € R.
Deasemenea ||z||.|| = 0 implica ||z|| = 0 adica z = 0. Mai mult

|z +ylle = Sup e Tt + Tyl <
<supe || T(t)s|| +supe™||T(t)y| =
>0 £>0

= [lzfle + [lylle; Y=,y € X.
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Prin urmare || - ||, este o normé echivalentii cu norma initiald. In sfarsit
IT(t)zlle = sup e™ | T(t + 7)a| = supe V|| T(s)z] <
>0 s>t
< e“'supe¥*||T(s)x|| = "]z, Vt € Ry, Vo € X.
s>0

U

Teorema 2.1.2. Un operator liniar A : D(A) C X — X, unde X este un spatiu Banach,
este generatorul infinitezimal al unui Co-semigrup {T;}i>o0 care satisface |T(t)|| < Me*t,
pentru orice t > 0 dacd gi numai daca D(A) este dens in X, R(A —A) = X pentru orice

A > 0 suficient de mic, exista o norma echivalenta || - || pe X astfel incat wl — A este
acretiv in raport cu norma || - ||e st [|T(t)z|e < et||z||e pentru orice t > 0 gi pentru orice
r e X.

Demonstratie: Necesitatea: Conform Propozitiei 2.1.2 exista w € R i o norma
echivalenta || - || astfel incat ||T'(¢)z||. < e*!||x||e, pentru orice z € X si pentru orice t > 0.
Definim F) € B(X) pentru A > 0 si Aw < 1 prin

1 oo
Fx = —/ e PT(t)adt, YV € X,
0

>~

si observam ca

el [ o !
Pzl < (W=1/Ntq¢ — ——
IRl < 12l /7 [ p——

pentru orice x € X, si A > 0 cu Aw < 1. Deasemenea, daca h > 0 gi x € X avem

1 1 [
—(T(h) = DFyz=— [ e NT(t+h)x —T(t)x)dt
h Ah Jo
1 [~ 1
= E i €7<T*h)/)\T(7')IdT — EeiT/)\T@')IdT
= 1(eh/’\ —1)F\x — ieh/’\ /h e AT (T)adr —
h DY) .
1 1
—>h_>0+ XF)‘x — Xx

Prin urmare Fyz € D(A) si AMAF\x = Fx — z pentru orice x € X. De aici deducem
ca R(I —AA) = X si (I — MNA)F, = I. Folosind linearitatea lui A si faptul ca A este
inchis, observam ca pentru orice x € D(A) avem

)\F,\Aa::/ e_t/)‘T(t)Axdt:/ A(e T (t)x)dt
0 0

=A (/ e_t/’\T(t)xdt) = MPF\x
0
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Astfel am obtinut ca (I — NA)Fyz = F)\(I — AA)z = x pentru orice z € D(A). Prin
urmare I — AA este inversabil cu (I — MA)™! = F\, € B(X). Mai departe, pentru A > 0

cu \w < 1 daca luam pu = , atunci estimarea precedenta pentru ||Fyz||. implica

1 —)dw
faptul ca

lz + p(wl — Az = (1 — 2) Y1 = Iw)z + AMwl — Azl
= (1 =) = Azl = [l

pentru orice x € D(A). Prin urmare wl — A este acretiv. D(A) este dens in X, pentru
ca A este generatorul unui semigrup. Astfel, demonstratia necesitatii este finalizata.

Suficienta: Fiind data norma ||-||. astfel incat ||z +p(wl —A)z||. > ||| pentru orice
x € D(A), si pentru orice u > 0, fiind dat Ay > 0 astfel incat \g|lw| < 11 R(I —AA) = X
pentru orice A € (0, \g) pentru orice A € (0, \g) avem

1
o e 2 el
+ pw o 1+ pw
pentru orice z € X,u > 0 cu pw > —1. Definind A = K observam ca

1+ pw
lt — Mz|| > (1 — M\w)]|z||e pentru orice z € D(A) si A € (0,)g). De aici deducem
ca I — MA este inversabil pe R(I — AMA) = X pentru 0 < A < )g. Daca definim

Jy = (I — MA)™1 € B(X) pentru A € (0, \g) atunci || Jyz|. < Tx
— Aw

Prin urmare Jy este operator inchis pentru A € (0, \g) i prin urmare A este inchis.

|z||e pentru x € X.

Mai departe, deoarece I — AA este inversabil pentru A suficient de mic (A € (0, \g)),
putem afirma ca ()\io, o0) C p(A). Deasemenea, din inegalitatea || Jyx|le < (1= w)7Y|z|le,
pentru orice x € X, deducem ca pentru p > Aio avem

1 1 1 1 1
1R, e = 1]l < —7—5 = < T
T T R R v
Deoarece norma || - || este echivalentd cu norma initiala, deducem ca exista a,b > 0
astfel incat allz|] < ||zl < b|lz|. Folosind inegalitatile de mai sus obtinem ca
| R(p; A" < (u—lw)n < ( L B Astfel, folosind echivalenta normelor obtinem
g
n 1 n U flefle 1 flfle b l=|
[ R(p; A)"z|] < =[|R(p; A)"xlle < = < = 7 < = o
a a(p—w) a(, _ 1 a(, _ 1
(=) " =3)
Notand cu M = b/a obtinem ca operatorul A verifica si conditia a treia din

Teorema Hille Yosida, si astfel A este generatorul unui Co-semigrup {7;};>0. Deoarece
T (t)z|l. < e“’||z]| avem In aceeasi maniera ca gi mai sus

1Tzl < “IT@B)elle < —eflalle < —e|la|| < Me||z].
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Aplicatii ale Teoremei 2.1.2 se pot gasi in [16].

Pentru aplicatii avem nevoie de urmatoarea teorema, care face legatura intre Cy-
semigrupuri si problemele Cauchy.

Teorema 2.1.3. ( Teorema de existenta si unicitate pentru problema Cauchy
neomogena ) Fie A generatorul infinitezimal al Co-semigrupului {Ti}i>0 si f : Ry — X,
f de clasa C' pe Ry. Problema Cauchy

z(t) = Az(t)+ f(¢)
z(0) =o€ D(A)

are solutie unica data de

z(t) = T(t)xo + /0 T(t—s)f(s)ds.

t
Demonstratie: Notam y(t) = / T(t — s)f(s)ds si aratam ca y(t) = Ay(t) + f(¢).

0
Facand schimbarea de variabila 7 =t — s obtinem
t
)= [ Tt~
0
Mai departe calculam

. t+h t
M=) L [ e h-nar - ¢ [ 1 i -

5 [ TOUEh= = =i+ [T = rar

:/0 T(T)f(t+h_7})l_f(t_7)d7+%/t T(r)f(t+h—7)dr

ft+h—71)— f(t—1)
h
fit+h—71)— f(t—1)

lim T(7) : = T()f'(t=7)

Mai departe, ]llirr(l) = f'(t — 7), de unde obtinem c&

oricare ar fi 7 € [0, t].

Folosind Teorema lui Lagrange si notand cu S = sup Me“® cu M,w din proprietatea
s€[0,¢]
de crestere exponentiala, avem

“T(T)f(t+h_T])l_ f(t—1)

1TSS s fo), e b

c€[0,2¢]
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Din Teorema Convergentei Dominate a lui Lebesgue, obtinem ca

t h — _ _
hli%lJr 0 T(T)f<t . T})L f(t 7_)

dr = /o T(7)f'(t — 7)dr.

Prin urmare

yt+h) —y() L[t th—T) = flt—7)

M o h a
1 t+h
—l—}llli%ﬁ t T(r)f(t+h—1)dr =

- [ @)= nar +T010)
de unde rezulta ca y e derivabila si
t
i) = [ 7)1t = e + TOF0)
0

Mai departe avem

T(h)y(t) = y(t) _ Jo T(t+h—s)f(s)ds — [ T(t = s)f(s)ds
h h

¢ t t+h
y(t+h)—y(t):/0 T(t—i—h—s)f(s)ds—/o T(t—s)f(s)ds—l—/t T(t+h—s)f(s)ds.

Combinand cele doua rezultate de mai sus obtinem

T(h)y(t) —y(t)  y(t+h) —y(t) — [Tt +h—s)f(s)ds

h h

_ y(t+h£—y(t) - %/t T(t + h— s)f(s)ds

Astfel obtinem ca

lim = y(t) = T(0)f(t) = y(t) = f(1).

h—0 h

~ Prinurmare y(t) € D(A) si Ay(t) = y(t)— f(t), de unde rezulta ca y(t) = Ay(t)+ f(¢).
Inlocuind in expresia lui Z(t) obtinem

#(t) = AT (t)wo + Ay(t) + f(t) = Ax(t) + f(1).
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Conditia z(0) = z( este evident verificata, ceea ce ne arata ca = este solutie pentru
problema Cauchy din enuntul Teoremei.

Avand verificata existenta solutiei, sa demonstram si unicitatea acesteia. Presupunem
prin absurd ca ar exista doua solutii x1, zo pentru problema Cauchy considerata. Atunci,
daca notam z(t) = x1(t) — x(t) observam ca z verifica problema Cauchy

{z’:(t) = Ax(t).

Pentru ¢t > 0 definim pe intervalul [0,¢] functia u(s) = T(t — s)z(s) si observam ca
u(s) = =T(t — s)Az(s) + T(t — s)Az(s) = 0, Vs € [0,t]. Acest rezultat ne arata ca u
este constanta pe [0,¢] si in consecintd u(0) = wu(t), fapt ce se traduce echivalent prin
T(t)z(0) = z(t) = 0. Prin urmare z este functia identic nula si x; = z,. O

Luand in Teorema precedenta functia f ca fiind functia identic nula obtinem colorarul
urmator.

Corolarul 2.1.2. Fie A generatorul infinitezimal al Co-semigrupului {T;}i>0. Problema
Cauchy

z(t) = Az(t)
xz(0) =z € D(A)

are solutie unica data de

2.2 Aplicatii

Vom vedea in continuare cum se pot aplica teoremele demonstrate mai sus in demonstrarea
faptului ca un operator este intr-adevar generatorul unui Cy-semigrup.

Aplicatia 1. ([15]) Operatorul A : D(A) C L*(0,7) — L*(0, ), definit prin
D(A) = H} () N H?(Q2)
Au = " pentru u € D(A)
este generatorul infinitezimal al unui Cy-semigrup de contractii.

Demonstratie: Vom aplica Teorema Hille Yosida pentru M = 1 gi w = 0 pe spatiul
X = L*(0, 7). Din definitia spatiului H%(0, 7) rezulta ci D(A) este dens in L?(0, ) (vezi
[3]). Mai departe, vrem sa aratam ca pentru orice A > 0 operatorul AI — A este bijectiv.
Pentru aceasta consideram f € L?*(0,7) si observam ca ecuatia (A — A)u = f se rescrie

echivalent sub forma
Au—u"=f
u(p) =u(mr) =0
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Solutia generala a ecuatiei neomogene Au — u” = f este data de
u(zx) = cl(:v)e_ﬁx + @(az)eﬁx,
unde ¢ si ¢ verifica sistemul dat de metoda variatiei constantelor

¢ (x)e VA 4 dy(z)eV> =0
VG (e 4 VR @)e = [(a)

( Vezi Teorema 4.5.7, pag 116 din [14] ). Rezulta atunci ca

1 s
= ke 4k ﬁu—/ k(. dy,
u(r) = kie 2€ %), (z.y) f(y)dy

unde
k(2 y) eVA=2)  daci 0 <z<y<nm
xT,y) = § .
Y eVA@=y)  daca 0 <y<z<m
Impunand conditiile ©(0) = wu(w) = 0 obtinem un sistem compatibil determinat
cu necunoscutele k; si ky. Prin urmare, ecuatia (Al — A)u = f are o unica solutie

u= (A — A)7'f, care se determind ca mai sus.

Inmultind ambii termeni ai ecuatiei Au—u" = f cu u si integrand de la 0 la 7 obtinem

>\Hu”%2(o,w) + HUIHZLZ’(O,W) = (/, U>L2(0,7r)7

ceea ce implica
1
[ullL20,m) < Sl L2(0.m)-

Cum uw = (A — A)7'f, ultima inegalitate ne aratd ca |[((A] — A) 7' fllr20x <
1
XHfHL2(OJF)7 pentru orice f € L*(0,7). Trecand la supremum dupd || f|l20- < 1 in
1
ambii membri ai acestei inegalitati obtinem ca ||R(\; A)| < T De aici putem deduce ca
(A — A)~! este inchis, ceea ce implica faptul ci (Al — A) este inchis, adici A este inchis.

Astfel A verifica ipotezele Teoremei Hille-Yosida pentru M = 1 i w = 0, fapt ce ne
arata ca A este generatorul unui Cyp-semigrup cu proprietatea ca ||T'(t)|| < 1 pentru orice
t>0. U

Aplicatia 2. ([15]) Pentru orice £ € H}(0,7) N H*(0,7), problema

Up = Ugy (t,x) € Ry x (0,7)
u(t,0) =u(t,m) teRy
u(0,2) =&(x) x € (0,m)

are solutie unica u € C*(R,, L*(0,7)).
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Demonstratie: Definim operatorul A ca si in aplicatia 1 si observam ca problema se
traduce in mod echivalent prin
u = Au
u(0) = ¢

Observam ca suntem in conditiila Corolarului 2.1.2, si aceasta ultima problema
Cauchy are solutie unica data de u(t) = T'(t)§, unde {T}};>o este semigrupul generat
de operatorul A. O

Aplicatia 3. ([15]) Aceasta aplicatie prezinta utilizarea semigrupurilor in studierea
ecuatiei corzii vibrante izotropa!, inextensibila si omogena de lungime 7 fixata la capete

Ut — Ugy = 0 (t,z) € Ry x (0,7)
u(t,0) =u(t,7) =0 teR;

u(0, z) = up(x) z e (0,m)

u(0, ) = vo(x) xz € (0,m)

Aceasta ecuatie cu derivate partiale poate fi rescrisa echivalent sub forma unui sistem
de ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai ( in raport cu ¢ ) in spatiul Hg (0, 7)x L*(0, )

(u,—v =0 (t,x) € Ry x (0,7)
Ut — Uyy =0 (t,x) € Ry x (0,7)
u(t,0) =u(t,7) =0 teRy
u(0, ) = up(x) z € (0,m)

Lv(0,2) = vo(z) z e (0,m)

Interpretand functiile reale de doua variabile w,v : Ry x (0,7) — R ca functii
de o variabild reald cu valori in HJ(0,7) si respectiv in L?(0,7) (u(t,z) = u(t)(z) si
v(t,z) = v(t)(z) pentru x € (0,7)), observam ca acest sistem, la randul sau, poate fi
vazut ca o ecuatie diferentiala de ordinul intai de forma

2= Az
{z(0> —¢ "

unde z(t) = (u(t),v(t)) pentru orice t € Ry, & = (ug,vp), iar A este operatorul definit
prin
A:D(A) C H)(0.m) x L*(0,7) — Hy(0,7) x L*(0, ),
prin
D(A) = H}(0,7) N H*0,7) x H}(0, )
A(u,v) = (v,u”) pentru (u,v) € D(A)

lizotrop: poseds aceleasi proprietati fizice in orice directie
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Vom demonstra ca A este generatorul unui Cp-semigrup definit pe X = H}(0,m) x
L?(0, 7). Inzestram acest spatiu cu produsul scalar

(fon, 00 ) = [ @)+ [ ona)en(ode

pentru orice (u;,v;) € Hy(0,m) x L*(0,7), i = 1,2. X inzestrat cu acest produs scalar
este un spatiu Hilbert real. Din nou, faptul ca D(A) este dens in X rezulta din definitia
spatiilor Hj(0,7) si H*(0,7) (vezi [3]).

Fie A > 0. Vom demonstra cd A\l — A este inversabil. Pentru aceasta observam ca
pentru orice (f,g) € Hg(0.7) x L?(0,7), ecuatia (A — A)(u,v) = (f, g) se scrie echivalent
sub forma

Au—v=f
—u'=g . (S)
u(0) =u(mr) =0

inmul@ind prima ecuatie cu A gi adunand-o la cea de-a doua obtinem

Nu—u"'=\f+yg
u(0) =u(mr) =0

Analog ca si la prima aplicatie se constata ca pentru orice (f, g) € Hy(0.7) x L*(0, ),
aceastd problemd are o solutie unicid u € Hg(0,7) N H?(0.7). Revenind la prima ecuatie
din sistemul (S) il putem determina in mod unic si pe v € Hg (0, 7). Astfel, pentru orice
A >0 (A — A)7! este bine definit.

Din (S) deducem ¢ (Au—v, Ao —u”) = (f,g). Inmultind scalar in H}(0, 7) x L2(0.7)
ambii membri ai egalitatii de mai sus cu (u,v) obtinem

<(>‘u — 0, AU — U”), (u’ U)> = <(f7 g)v (uv U))

Folosind linearitatea produsului scalar obtinem relatia echivalenta

All(u, 0) 1% = {(v, "), (u,0)) = (£, 9), (u, v)).

In calculele ce urmeaza, integrand prin parti putem vedea cum unul dintre termenii
expresiei de mai sus este nul, gi anume

((v,u"), (u,v)) = /0 () (2)de + /0 " @)o(a)de =

= v(x)u"(z)

i — /O7r o' (z)v(x)dx + /07T o' (z)v(x)de =
— 0,
deoarece v(0) = v(r) = 0.
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Astfel, folosind inegalitatea Caucly-Schwarz obtinem

ML =A% = ((f.9), (M = A) 7 (f,9))x <
< I(f. 9l IA = A) 7 (f, )l x-

Simplificand cu ||[(A — A)7'(f, 9)||x pe care il presupunem nenul ( cazul in care acesta
este egal cu 0 fiind trivial ), obtinem

1AL = A7 )llx < I )l V(frg) € X

. 1
In concluzie ||R(X; A)|| < X pentru orice A > 0. La fel ca si la aplicatia 1 rezulta ca

operatorul A este inchis, si prin urmare sunt verificate conditiile Teoremei Hille-Yosida
pentru M =1 si w = 0. Astfel A este generatorul unui Cy-semigrup si din corolarul 2.1.2
rezulta ca sistemul (x) gi prin urmare ecuatia initiala cu derivate partiale are solutie unica
data de formula z(t) = T'(t)¢. d
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Capitolul 3

Stabilitate Exponentiala pentru
Co-Semigrupuri

3.1 Definirea conceptelor si proprietati imediate

Definitia 3.1.1. Fie {T}}:>0 un Cy semigrup. Spunem ca acest semigrup este exponential
stabil daca existd N, pu > 0 cu proprietatea ca ||T'(t)|| < Ne # oricare ar fi t > 0.

Semigrupul {7}}:;>¢ se numeste asimptotic stabil daca lim T'(t) = 0, oricare ar fi
n—oo
reX.

Semigrupul {7}};>o se numeste stabil daca exista N > 0 astfel incat ||T(t)]] < N,
oricare ar fi ¢t > 0.

O caracterizare utila a stabilitatii exponentiale este data in urmatoarea teorema.
Teorema 3.1.1. Cy-semigrupul {T;}1>0 este exponential stabil daca si numai dacd ezistd

to > 0 astfel incat || T (to)|| < 1.

Demonstratie: Daca Cy-semigrupul {7;};>¢ este exponential stabil, atunci exista
N, > 0 astfel incat ||T(t)]] < Ne #. Pentru ¢ — oo rezulta ca lim ||T(¢)| = 0,
n—oo

adica exista un to cu ||7(t)|| < 1.

t
Reciproc, notam cu p = ||T'(to)|| si consideram ¢ > 0. Daca n L—J, avem nty < t <
0

(n + 1)to. Prin urmare

1T = 1Tt = nto)T (to)"|| < T (t — nto) 1T (ko) " < Me"p" < Metop",

1
cu M, w din teorema de crestere exponentiala cu w considerat pozitiv. Fie y = - Inp >
0
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1
0. Atunci pto = e™#. Astfel avem

“T(t)” S Mewtoe—unto _ Mewtoeutoe—u(n+1)t0 < Mewtole—,ut _ Ne—,ut’
0

1 1
unde N = Me“"~ gi p = 4 In ||T'(to)||. Astfel {T;}i>0 este exponential stabil. O
p 0 B

Enuntul teoremei 3.1.1 poate fi reformulat in forma: Daca exista to > 0 astfel incat
T (to)x|| < c|lz|| cu ¢ € (0,1) fizat, pentru orice x € X, atunci Cy semigrupul este
exponential stabil. Teorema urmatoare o generalizeaza pe prima in sensul ca ¢ty nu trebuie
sa fie acelasi pentru orice x € X.

Teorema 3.1.2. Semigrupul {T;}i>0 este exponential stabil dacd si numai daca ezistd
c € (0,1) si h > 0 astfel incat pentru orice v € X exista t, € (0,h] cu ||T(t)x| < c||z].

Demonstratie: Necesitatea este evidenta atat din definitia stabilitatii exponentiale cat
si din teorema precedenta.

Pentru suficienta, consideram x € X \ {0} si notam ¢; = ¢, € (0,h] cu | T(t1)z| <
c||lz]|. Acum, consideram t, = t, € (0,h], unde t = T'(t1)z, si obtinem ||T'(t; + t2)z| <
c?||z|]. Procedand inductiv deducem c& exista t,, € (0,h] cu

Tty + ... + to)|| < ||z]|, Vn € N*™.
n
Punem ty, = 0 si notam o, = Ztk'
k=0

Daca o, — oo atunci pentru ¢t > 0 exista n € N astfel incat o, <t < 0,,1. Astfel

1
ITt)z|| = |T(t—0,)T(0,)z|| < Me“"c™||x||. Luim p = ~ In¢ > 0 care din inegalitatea

precedenta ne arata ca

h h
M gt < 2

IT(@)z]l < Me ez = e |,

C

Mewh

1
pentru ca 0,41 < (n + 1)h. Astfel exista N = sip= ~% In ¢ astfel incat

IT(t)x]| < Ne™||z]], ¥t > 0.

In cazul in care 0, — s¢ € R*, din ||T(op)z| < ¢[|z||, Yn € N obtinem pentru
n — oo ca T(sp)r = 0, iar din proprietatea de semigrup, pentru orice t > sy avem
T(t)x =T(t — s9)T(so)x = 0.

Daca t € [0, sg) atunci exista n € N astfel incat o, <t < 0,41. Urmand un calcul
analog ca si la cazul precedent, obtinem din nou

1T ()]l < N7z, Vt € [0, 50).
Cum pentru ¢ < s¢ avem ||7'(t)x| = 0, demonstratia este incheiata. O
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3.2 Teoreme de Stabilitate de tip Datko

Teorema 3.2.1. Cy semigrupul {T};}+>0 este exponential stabil dacd si numai daca ezista
p > 1 astfel incat

/ |T(t)||Pdt < o0, Vz € X.
0

Demonstratie: Penru necesitate, calculam

/ () [Pt < / NPt |3 |[Pdt = NP|lz]? / el —
0 0 0

1 > NP
= NP||z|| (——e“”’t ) = —|z||F < .
up 0 up

Pentru suficienta vom demonstra mai intai ca operatorul definit prin
U: X - LPRy,X), Ux) =T )z, Uz) : R — X, U(z)(t) =T(t)x

este marginit. Pentru aceasta, vom folosi Principiul Graficului Inchis. Consideram z,, — x
sid(x,) — g In LP gi vrem sa demonstram ca U(z) = g.

Daca z,, — « atunci T'(t)z,, — T(t)z, oricare ar fi t > 0, si astfel sirul (U(z,))
este convergent simplu pe R, la functia U(x). Stim, insa ca U(x,) — g in LP, de unde
deducem ca exista un subsir (z,,) C (z,) astfel incat U(z,, ) — ¢ a.p.t. Astfel deducem
cal(z) =g a.p.t, adicaU(x) = g in LP. Astfel operatorul U este inchis, si din Principiul
Graficului Inchis, U este un operator mérginit.

Astfel exista k > 0 cu proprietatea ||U(x)||, < k||z||, ceea ce este echivalent cu
~ 1
p
</ HT(t)det) < kljz||, pentru orice z € X.
0

Presupunem ca semigrupul {7}}:>o nu este exponential stabil, ceea ce din Teorema
3.1.2 inseamna ca pentru orice ¢ € (0,1) si pentru orice h > 0, existd z € X cu ||z =1
astfel incéat oricare ar fi 7 € (0,h] sa avem ||T'(7)z|| > ¢. Ridicam la puterea p ultima
inegalitate si o integram de la 0 la h:

h 00
Ph < / | T (7)z||PdT < / | T (7)z||PdT < KP,
0 0

unde ultima inegalitate a fost obtinuta din proprietatea de marginire a operatorului U.
Deoarece inegalitatea obtinuta este valabila pentru orice h > 0, iar k£ > 0 este fixat, am
ajuns la o contradictie.

Prin urmare Cy-semigrupul {7}}:>¢ este exponential stabil. O
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Propozitia 3.2.1. Semigrupul {T;}i>o este exponential stabil daca si numai daca ezista
p>1cud X | T(n)z|P < oo, pentru orice x € X.

Demonstratie: Daca {T}}+>o este exponential stabil, atunci exista N, v > 0 astfel incat

IT(t)|| < Ne *'. Astfel

SO TP <3 (Ve = N < oo
n=0 n=0

1—e P

Pentru suficienta, sa lnam unt > 0sin = [t]. Atunci ||T'(t)x|| < supyepq)(Me?*)||T (n)z||
si astfel, notand supyep ;) (Me**) = S avem

n+1
[ 1r@alpat < sz

ceea ce implica

00 n41 oS
S / IT(@elP < 5*3 [T(n)e|?, v € X.
n=0v" n=0

Din teorema 3.2.1 obtinem ca {7} }+>o este exponential stabil. O

Putem acum sa dam un exemplu care ne arata ca conceptele de asimptotic stabilitate
si exponential stabilitate sunt distincte in general. Exemplul pe care il vom da se datoreaza
lui Datko.

Exemplul 3.2.1. Fie X = ¢*(N*,R) si operatorul T'(t) : X — X dat prin T(t)z =
(e*t/ ":vn) Atunci {T; }+>0 este semigrup asimptotic stabil care nu este exponential stabil.

—t/n

Demonstratie: Avem |e="/"z,| = e7¥/"|zx,| < |x,|, de unde prin criteriul comparatiei

deducem ca T'(t)x € (*(N*,R).

Este evident ca T'(t) este un operator liniar, si marginirea acestuia rezulta din
consideratiile anterioare in felul urmator:

IT@)aly =D e anl < lwal = ||z,
n=1 n=1

adica ||T'(¢)|| < 1 pentru orice ¢t > 0.
Sa verificam acum proprietatea de Cop-semigrup. Evident T'(0) = I si
TH)T(s) = (e /(e x,)) = (e T/mg,) = T(s + t)z,

pentru orice z € X si orice s,t > 0.

Calculand

= i (7% = 1) .

n=1

1Ttz =l = Il (20 = 20) 1 = || (75 = 1)
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o
_t . . . . . . _t
Deoarece (e n— 1) |z,| < |2,| conform criteriului lui Weierstrass seria E (e n— 1) |z
n=1
este uniform convergenta pe R, si astfel putem interschimba limitele cu suma seriei

obtinand

. . _t . _t
tli%}&- 1Tt =2l = tli%}rz; (6 " 1) [n] = Z;tlf& <€ " 1) [al =0,

de unde am obtinut ca th%l T(t)x = x, pentru orice = € X.
—04

Conform celor de mai sus {T}};>¢ este un Cp-semigrup si in plus ||7°(¢)|| < 1 pentru
orice t > 0, adica semigrupul este de contractii.

(e e]
Pentru z € ¢1(N*,R) avem |e ¥/"x,| < |z,|, de unde rezulti ca seria Z e ", este
n=1

uniform convergenta i avem

o0 oo
lim Y e ¥z, = lim e "z, =0,

t—o00 t—o00
n=1 n=1

si astfel {T}}+>0 este asimptotic stabil.
Sa presupunem acum ca {7;};>0 ar fi gi exponential stabil. Atunci conform Teoremei
[e.9]
3.2.1 avem |IT(t)z||dt > oo pentru orice z € ('(N*,R). Am vazut cd seria

0
>, e~ "z, este uniform si absolut convergenta pe R, , ceea ce ne permite in cele ce
urmeaza sa interschimbam integrala cu suma seriei.

/ 1T ()|t =D e " awdt =Y " |an| - .
0 n=1 n=1

Dacd alegem x = (Z5) € ¢/(N*,R), atunci ar trebui si avem

%) o0 1
T(t)x||dt = — < 00,
[ @ =3"

ceea ce este evident o contradictie, deoarece seria armonica este divergenta. Il

Definitia 3.2.1. Semigrupul {7} };>¢ se numeste ezponential instabil daca exista N,v > 0
astfel incat ||T(¢)x|| > Ne"t||x|| pentru orice ¢t > 0 si orice z € X.

Se poate observa imediat ca pentru un semigrup exponential stabil fiecare operator
este injectiv. Acest fapt, nu implica insa ca operatorii sunt gi inversabili, dupa cum putem
vedea 1n exemplul urmator, care ne arata un Cy-semigrup exponential instabil, ai carui
operatori nu sunt inversabili.
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Exemplul 3.2.2. Fie X = L'(R,R) si T(t) : X — X,

0, 0<s<t
f(s=1t), s>t

T@ﬂ@Z{

iar S(t) = e'T(t). Atunci {T;}i>0 si {St}i>0 sunt Co-semigrupuri, cu || T(¢) f|li = || f]l1 st
|S(t)fll1 = €']|f|lx pentru orice ¢t > 0 si pentru orice z € X, iar {S;};>0 este exponential
instabil S(¢) nu e inversabil pentru nici un ¢ > 0.

Demonstratie: Evident ca {T}}+>o verifica proprietatile unui semigrup. Sa demon-
stram acum ca {T}};>o este un Cyp-semigrup. Avem

IT()fl: = / (s — t)]ds = / F@IE = (1], E > 0.

Din proprietatea de densitate a spatiului functiilor continue cu suport compact in
L'(Ry,R) deducem c& pentru f € X si pentru orice € > 0 exista g continua pe R, cu
Supp g C [0, b] astfel incat ||f — g||1 < €/4. De aici rezulta ca g este uniform continua pe
[0,b+ 1] si astfel exista § > 0 astfel incat pentru orice u,v € [0,b+ 1] cu |u —v| < 0 sa

avem [g(u) — g(v)] <

4b+1)

Mai departe avem

1T f = fll < NT@OS =Dl + llg = fllo + 1 T(t)g — gl =
=2/lf =gl +1T(t)g — gl <e/2+ T (t)g — gllx

Acum sa ne ocupam de ultimul termen. Fie t < ¢ ales in definitia uniform continuitatii
lui g.

1T () — gl = / lg(s)|ds + / gls — ) — gls)lds =
= [lotolias + [ lats) ~ gls + ks -

Ot 0b+1
_ / l9(s)]ds + / l9(s 1 1) — g(s)|ds <

</0 |g(s)|ds+(b+1)4(bil) :/0 lg(s)|ds + /4

t
In mod evident tlim lg(s)|ds = 0, de unde rezulta ca exista §; > 0 astfel incat

—04

t
/ ds < /4 pentru orice t € [0,d1). Alegand acum ¢y = min{d, 0, } considerate mai sus,
0
rezulta ca

9 13 19
TOf—fli<-+-+-=
|T(t)f = flIh 5t1T1=¢%
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pentru orice ¢t € [0,dp). Prin urmare exista tli%a T(t)f = f, pentru orice f € X, si astfel
—04

{T}}1>0 este un Cy-semigrup.

De aici rezulta imediat ca si {S;}i>0 este deasemenea un Cy semigrup, si relatia
1S(t) fll = e|T(t)||1 = €']|f]]1 pentru orice t > 0 ne asigura c& {S;};>0 este exponential
instabil.

Daca ar exista tg > 0 cu S(ty) surjectiv, atunci S(ty) este inversabil si din Propozitia
1.2.5 rezulta ca S(t) este inversabil pentru orice t > 0. Deci S(1) este surjectiv, gi daca

consideram
1, 0<t<1

h:R, — R, h(t):{o .

atunci h € X gi S(1)f # h oricare ar fi f € X, deoarece S(1) duce orice functie f € X
intr-o alta functie care se anuleaza pe [0, 1). Aceasta contradictie ne arata ca S(t) nu este
inversabil pentru nici un ¢ > 0. U

Analogul teoremei 3.1.1 pentru instabilitate este dat de in continuare
Propozitia 3.2.2. Cy-semigrupul {T;}i>0 este exponential instabil dacda si numai dacd

exista to > 0 gi exista ¢ > 1 astfel incat | T (to)x|| > c||z||, pentru orice x € X.

Demonstratie: Pentru necesitate, stim ca exista N,v > 0 astfel incat ||T(¢)z| >
NeYt||x||, pentru orice € X. Pentru un ¢ suficient de mare Ne** > 1, si am terminat.

t
Pentru suficienta consideram ¢ > 0 si n = L—J, echivalent cu ntg <t < (n + 1)t,.
0
Mai departe deducem ca

IT((n + Dto)z|| = T ((n+ Dt — )T ()| < S|IT(t)x]],

unde S = supyepy, Me”® cu w, M din proprietatea de crestere exponentiala a Co-
semigrupului {7} };>¢. Astfel obtinem

Il < ST ()], Vo e X, Yt > 0.

1
Definind v = — Inc¢ > 0 obtinem ¢ = " si

0
I 3| < Me|[T(t)el), Yo € X, ¥t > 0,
ceea ce implica
1
¢zl < 1T @)a|l, Vo € X, Vi =0,
de unde rezulta ca semigrupul este exponential instabil. ]

Exista, deasemenea si un analog al Propozitiei 3.1.2, prezentat in continuare.
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Propozitia 3.2.3. Cy-semigrupul {T;}i>0 este exponential instabil dacda si numai dacd
exista ¢ > 1 gt h > 0 cu proprietatea ca pentru orice v € X exista t, €€ (0,h] cu
[T (ta)2]| = |-

Demonstratie:  Necesitatea rezulta imediat din propozitia precedenta. Repetand
rationamentul din Teorema 3.1.2 inlocuind semnul < cu > obtinem existenta unui gir
(tn) C (0,h] cu

Tty +ta+ ... +tp)z|| > "||z]], Vn € N".

n
Punem ¢y, = 0 gi notam cu o,, = Ztk observam ca ||T'(o,)z > ¢"||z||, Vn € N. Cum
k=1
¢ > 1 deducem ca o, — oo, pentru ca altfel ar rezulta ca exista un ¢t = lim,, .o, 0, > 0 cu
|T(t)|| = oo, ceea ce este o contradictie.

Astfel, pentru orice t > 0 exista n € N astfel incat o0, <t < 0,41, si alegand v astfel
incat ¢ = e’* obtinem

|z < e |z ]| = " la]| < T (o)) <
< T (ona = OIIT(E)x]| < S|T(E)]],
unde S = sup (Me*?) unde M,w sunt alese din proprietatea de crestere exponentiala a
Co—semigrus;[lofl};]i {T}}+>0. O

Mai departe, vom prezenta si analogul teoremei lui Datko-Pazy pentru instabilitate.

Propozitia 3.2.4. Fie {T;}:>o un Co-semigrup de operatori injectivi. Semigrupul {1} }+>0
este exponential instabil daca si numai daca exista p € (0,00) i evista k > 0 cu

Demonstratie: Necesitatea rezulta imediat din definitia instabilitatii exponentiale.

pentru orice x € X, x # 0.

Pentru suficienta, fiex € X, x #0,t > 0si 7 € [t,t+1]. Atunci ||T(7)z|| < S||T'(¢)z],

unde S = sup Me“", unde M,w sunt cele din proprietatea de crestere exponentiala. De
te(0,1]
aici deducem ca

1
dr <

1 t+1
L SP/ L
1T ()P o T ()P

00 p QP
< Sp/ ! dr < K5 )
o [[T(r)x[]P [Edlke
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1
De aici deducem ||T'(t)z| > ﬁHwH, Vt >0, Vz € X. Fiet > 0si7 € [0,t]. Atunci,

pentru x # 0 avem

1
IT@)2ll =T - )T()z]| = —SIT (7)),

ceea ce implicdh ——— < kS————— V7 € [0,¢]. Ridicam la puterea p si integram
|7 (t)x| |7 (7) ||

aceasta ultima relatie de la 0 la ¢.

t t dr
T < kpsp/ <
1T (t)z||P o [IT(m)z|

oo p
< kPSP / —HTdT < pror K
0

(Ml =zl

1

1 tv
De aici se obtine || T'(t)z| > 5l|z||, ¥t > 0, Vo € X. Pentru ca lim = 00, exista
k o0 k28
1
tp
un tg > 0 astfel incat ¢ = 20 > 1. Aplicand propozitia 3.2.2 rezulta ca Cy-semigrupul
nostru este exponential instabil, ceea ce doream sa demonstram. Il

In continuare, vom prezenta un rezultat al lui Rolewicz si Littman, care generalizeaza
Teorema Datko-Pazy pentru stabilitatea unui Cy-semigrup.

Teorema 3.2.2. Fie {T};}1>0 un Co-semigrup pentru care exista ¢ : Ry — R, crescatoare,

cu p(0) =0 g1 p(t) > 0 pentru t > 0, astfel incdt/ o(||T(t)x])dt < oo pentru orice
0

rxeX.

Atunci {Ti}i>0 este exponential stabil.

Demonstratie: Fie x € X gi t > 0. Atunci, din proprietatea de crestere exponentiala

a semigrupului {7} };>¢ rezulta ca exista S = sup Me“* astfel incat
s€[0,1]

IT(t+ Dzf| < S|T()zl|, V7 € [t,t+1],

ceea ce implica
t4+1
(1T (¢ + 1)) S/ (ST (r)z|)dr =
t

:/0 s0(||T(T)556H)dT—/O p(IT(r)Sz)dr.

Pentru ¢ — oo, din relatia precedenta deducem ca tlim o([|T(t+1)z||) = 0, ceea ce implica
lim ¢(||T(n)x|]) = 0 pentru orice x € X. Din proprietatile lui ¢ rezulta ca trebuie sa

avem lim [|7'(n)z|| = 0, pentru orice x € X. Astfel deducem ca pentru orice x exista
n—oo
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L, > 0 astfel incat || T'(n)z|| < L, pentru orice n € N. Aplicand Principiul Marginirii
Uniforme rezulta ca exista K > 0 astfel incat |T'(n)|| < K pentru orice n € N.
Pentru t > 0 si n = [t] avem

I < |7~ wITm)]| < SK =: L.

in continuare notam cu
t
PR, >R, Ot) = / o(T)dr,
0

si observam ca functia ® este continua, ®(0) = 0, ¢ este strict crescatoare cu tlim O(t) =
—00

00, ceea ce arata ca functia ® este bijectiva. Urmatorul calcul ne arata ca functia ® este
deasemenea convexa. Pentru 0 < ¢; < ¢y avem

t1+1t9
2

O(t1) + D(t2) o (t1 +t2> _ 1/” o(r)dr — l/tl S(r)dr =

2 2 2 Ju+ts 2

2
ta—t1

1 [ b+t 1 [th

LB ]

i+t . o . . ¢ 1 y
deoarece ——= > si  este crescatoare. Convexitatea lui ® rezulta din faptul ca

® este continua si convexa Jensen, conform calcului de mai sus.

Deoarece ¢ este crescatoare, daca 7 < ¢ rezulta ca ¢(7) < p(t), ceea ce implica

Astfel obtinem
/0 (| T(0)l)dt < / I @I T @]t <

< Llja| / (I (0]t < oo,

Mai departe, pentru m € N* notam

R, = {x € X /Ooo S(|T(H)z])dt < m}

oo
si observam ca U F, = X, iar F},, sunt multimi convexe pentru fiecare m € N*. Sa

m=1
demonstram acum ca aceste multimi sunt si inchise. Pentru aceasta, fie x € X pentru
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care exista un sir (z,) cu proprietatea ca x,, — x. Din continuitatea functiei ® deducem
ca
(T ()zill) — (T (®)l)),

pentru k — o0, si prin aplicarea Teoremei lui Fatou obtinem
/ (T (0]t < Tim inflintge @7 () |,
0 =

ceea ce arata ca x € F,,, fapt ce demonstreaza ca F;, este o multime inchisa.

Conform Teoremei lui Baire, deoarece X este scris ca o reuniune numarabila de
multimi inchise, rezulta ca cel putin una dintre aceste multimi are interiorul nevid. Prin
urmare exista my € N, exista xy € F,,, pentru care putem gasi un o > 0 astfel incat
{z € X :||lx — x| < 0} C Fppy. Fie acum x € X cu [|z|| < d. Notam cu 2’ = = + ¢ si
2" = x —x9. Atunci 2’ §i —2” sunt in F,,,, iar din definitia multimilor F,, deducem ca

/+-TH

o', 2" € F,,,. Deoarece F,, este multime convexa deducem ca =z € I,,. Prin

urmare, pentru orice z € X cu ||z|| < ¢ vom avea
o0
/ &(|T(t)z]))dt < mo.
0

Consideram acum = € X cu L||z| < d si t > 0. Atunci avem
1T(t)]| < [T = DT (7)z|| < LIT(7)x]|, ¥V € [0,1].
Integrand aceasta relatie pe intervalul [0,¢] dupa ce i-am aplicat functia ®, care este

crescatoare, obtinem

oo

(Tl < [ @(@ITElar < [ (T Lalar < m,

ceea ce implica

5
o(||T()z) < % vt >0, Vo€ X culaf| < 7,

de unde, aplicand inversa functiei ® avem

5
IT(t)z]| < & (%) L VE> 0, Vo € X e flaf| < T

Fie y € X \ {0} si notam z = 2L(\$|y]|y' Atunci ||z|| < %, ceea ce implica
[Tl = 5Tl < o7 (7)),
2Lyl t
de unde deducem ca of .
ITtyl < 5o (52) . vy e X.
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Ultima relatie ne arata ca

7o) < 2o (M0) v

mo

Folosind continuitatea functiei ® si faptul ca ®(0) = 0 obtinem ca hm ot < > =0,

ceea ce dovedeste existenta unui ¢y > 0 cu proprietatea ca ||7(to)|| < 1 ‘Conform Teoremei
3.1.1, {T3}+>0 este exponential stabil. O

Remarca 3.2.1. Daca in teorema precedenta se alege ¢(t) = t? cu p > 1, atunci obtinem
Teorema Datko-Pazy.

In continuare vom prezenta alte doua generalizari ale Teoremei lui Datko-Pazy. Una
ar fi extinderea domeniului in care poate fi ales exponentul p de la [1,00) la (0, 00) iar
a doua ar fi largirea conditiei de existenta a unui p care sa fie valabil pentru orice x.
Deoarece in fiecare caz necesitatea este o simpla verificare, vom enunta numai partea
netriviala a teoremelor.

Teorema 3.2.3. Cy-semigrupul {T;}i>0 pentru care are exista un p > 0 astfel incat

/ |T(7)x||PdT < 00, Vo € X este exponential stabil.
0

Demonstratie: O demonstratie se poate da folosind Teorema 3.2.2. In continuare,
insa, vom prezenta o demonstratie directa a acestul fapt.

Fiet > 1gi7 € [t—1,t. Notam cu S = sup Me*®, unde M,w sunt din proprietatea
s€[0,1]
de crestere exponentiala. Astfel deducem ca

[T@)x|| =T —7)T(r)z| < S|T ()|
Ridicand la puterea p si integrand de la t — 1 la t obtinem
t
7@l <57 [ IT(@alrdr <
t—1

Sp/ T (7)x||PdT = k..
0

Astfel am obtinut ca ||T(t)z|| < k&, Vx € X. Din Principiul Marginirii uniforme
deducem ca exista k > 0 astfel incat ||T(¢)|| < k, ¥t > 1. Notand cu L = max{S, k}
obtinem ca ||T'(¢)|| < L, ¥t > 0.

Fie acum ¢t > 0 i 7 € [0,t]. Atunci

1Tz = 1T = )T (7)x|| < LIT(7)z]-
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Ridicand la puterea p si integrand pe intervalul [0, ] obtinem

t 00
ﬂW@WSUJWwawsm/uﬂmwws
0 0

< LPK.,

oo
unde k!, = / |T(7)z||dT. Relatia obtinuta se scrie in mod echivalent sub forma
0

tr||T(t)z|| < Lk, ¥t >0, Yz € X.

Tot din Principiul Marginirii Uniforme obtinem

t5|T()|| < L, ¥t >0,

/
ceea ce e echivalent cu ||T'(t)|| < —, Vt > 0. Pentru ¢ — oo rezulta ca exista un ¢y > 0

P
cu [|[T(to)]| < 1, de unde, conform Teoeremei 3.1.1 Cy-semigrupul nostru este exponential
stabil. g

Teorema 3.2.4. Fie Cy-semigrupul {T;}+>0 cu proprietatea ca pentru orice x € X exista
oo

un p, > 0 astfel incat / |T(7)z||PrdT < co. Atunci {T;}1>0 este exponential stabil.
0

Demonstratie: Fiet > 1 gi 7 € [t — 1,¢]. Notam cu S = sup Me**, cu M,w din
s€[0,1]
cresterea exponentiala. Atunci, pentru x € X avem

[Tzl < T =7)[T()]| < S[T ()]

Ridicand la puterea p, si integrand de la t — 1 la ¢ obtinem ca

t
[r@elp <57 [ |Telar <

t—1

< s/ IT()z|P=dr = SPk,.
0
unde prin k, am notat / | T (7)z||P*dT. Mai departe deducem ca
0

|T(t)z|| < SkE*, Vt > 1, Vr € X.

Din Principiul Marginirii Uniforme rezulta ca exista L' > 0 astfel incat ||T'(¢)| <
L', vt > 1. Astfel ||T(t)z| < L = max{1, S}, Vt > 0.
Fie acum ¢t > 0 ¢i 7 € [0,t]. Pentru z € X avem
IT@)z]l < T =TI ()] < LIT(r)z|
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Ridicam la puterea p, si integram pe intervalul [0, ¢]. Se obtine
t
T (0)a|Pe < LP / IT(F)e|Pedr < LPk,.
0
ceea ce se transcrie echivalent prin
tor | T(t)zx|| < LkZ*, Vo € X, Vit > 0.
Adunand la relatia precedenta relatia || 7'(¢)z| < L||z|| obtinem
(14 6#) 1m0l < £ (el + 1),

adica
]| + K
1 —i—tm

IT()z| < L ,VE>0, Vo € X.

Ne vom ocupa acum de termenul care aparea in expresia marginirii de mai sus.

1
||x|| +k:” ||| + k&= In(2 + ¢)
1+ tor In2+1t) 14¢m
1n(2—1—t)

Observam ca lim = 0, folosind eventual criteriul lui I’'Hospital, de unde

t—o0 1 + t pz
rezultd imediat ca pentru fiecare x € X exista un N, > 0 astfel incat ||7'(¢)z| < m
pentru orice x € X si t > 0. Aplicand din nou Principiul Marginirii Uniforme deducem
ca exista un N > 0 astfel incat

N
TH|I| < ———, Vi >0
IO < e 2

De aici rezulta usor prin trecere la limita pentru ¢ — oo ca exista un t, > 0 cu
IT(to)|l < 1, si aplicand Teorema 3.1.1 obtinem ca Cy-semigrupul {7} }+>¢ este exponential
stabil. 0

In continuare vom prezenta varianta discreta a Teoremei 3.2.2.

Propozitia 3.2.5. Fie {Ti}i>0 un Cy-semigrup pentru care exista ¢ : Ry — Ry,
crescatoare, cu p(0) =0, ¢(t) > 0 oricare ar fit > 0 astfel incat

> eIT(n)z])) < oo,
k=0

pentru orice v € X. Atunci {T;}+>¢ este exponential stabil.
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Demonstratie: Fie t > 0 si n = [t]. Atunci notand cu S = sup Me*® cu M,w
s€[0,1]
din proprietatea de crestere exponentiala, obtinem ¢(||7'(¢)z||) < ¢(S||T(n)x||), de unde
rezulta ca

n+1
/ e(IT ()|t < (S| T(n)z|]).
Prin insumare se obtine
[T etm@enar < S e(sizmel = 3 ermsa) <
0 n=0 k=0
pentru orice x € X. Aplicand acum Teorema 3.2.2 se obtine rezultatul cautat. O

Dupa cum am vazut si mai sus, si in unele din teoremele precedente, toate afirmatiile
referitoare la stabilitate cu masura de numarare sunt echivalente cu cele referitoare la
masura lui Lebesgue, motiv pentru care precizam urmatoarea observatie.

Remarca 3.2.2. Fie {T}}i>0 un Co-semigrup si ¢ : Ry — R, crescatoare, cu ¢(0) = 0 si
©(t) > 0 pentru orice t > 0. Atunci

/0 " o(IT(t)])dt < oo

pentru orice x € X daca si numai daca

> ellIT(n)]l) < oo
k=0

pentru orice z € X.

Varianta Teoremei lui Rolevicz pentru instabilitate este prezentata in continuare.

Teorema 3.2.5. Fie {T;}i>0 un Cy-semigrup de operatori injectivi pentru care ezistd
k>0 sip:Ry — Ry crescatoare cu p(0) =0 si (t) > 0 pentru orice t > 0, astfel incat

| o () =1
T> v
0 | 7°(7) ]| [
pentru orice x € X, x # 0. Atunci {T}}+>o este exponential instabil.

Demonstratie: Fie x # 0 si t > 0. Deasemenea, notam cu S = sup Me*® cu M si w
s€[0,1]

din proprietatea de crestere exponentiala. Atunci ||T(7)z| < S||T(t)x||, V7 € [t,t + 1].

Inversam aceasta relatie, 1i aplicam functia ¢ care este crescatoare, si integram de la ¢ la

t+ 1.
<||T<1>x||> </ (HT(S) ||) / Oo (HT(S) ||) S%'
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Fie acum 7 € [0, ] si obtinem

<||T<1>x||> ¥ (HT(t—Tl)T(T)xn) : ||T]§S> I

Acestei inegalitati ii aplicam din nou functia crescatoare ¢ si integram de la 0 la ¢.

e (¢ (i ||)></t () = | (ren) & < oy

pentru orice t > 0 gi pentru orice z € X \ {0}.

Mai departe consideram un z € X cu ||z|| = 1. Conform celor de mai sus avem
1 )) k%S
© < — Vt>0.
< QWUﬂ| t
k%S
Se vede foarte usor ca thm —— = 0, de unde rezulta ca exista un 6 > 0 astfel

2
incat pentru orice ¢ > § avem - < ©(p(0.5)). Deoarece p o ¢ este compunere de

functii crescatoare, aceasta este deasemenea crescatoare, fapt ce implica inegalitatea
I

HTUII_Q
echivalent prin ||T(t)z|| > 2 pentru orice z € X cu ||z|| = 1 i pentru orice ¢ > . Fie acum

Y
. Ml N )
pentru orice t > § i pentru orice y € X. ( am renuntat la conditia y # 0 pentru ca acest
caz se verifica trivial ca fiind adevarat )

pentru orice x € X cu ||z|| = 1 si pentru orice ¢ > 9, fapt ce se traduce

y € X nenul gi z = Atunci conform celor scrise mai sus obtinem ||7(t)y| > 2||y||,

Astfel exista tg > § > 0 cu ||[T(tg)z| > 2||z|| pentru orice x € X, ceea ce implica
faptul ca semigrupul {7}};>¢ este exponential instabil. O

Varianta discreta a rezultatului de mai sus este prezentata in continuare.

Teorema 3.2.6. Fie {T;}1>0 un Co-semigrup de operatori injectivi pentru care exista
E>0sip:Ry — Ry, crescatoare, cu ¢(0) = 0 gi p(t) > 0 pentru orice t > 0, astfel

pentru orice x € X, x # 0. Atunci {Tt}tZO este exponential instabil.

Demonstratie: Fie t > 0 gi n = [t]. Atunci, notand cu S = sup Me“*, cu M,w din
s€[0,1]
proprietatea de crestere exponentiala, obtinem

[T (n + D < SIT ()],
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de unde, prin inversare, rezulta ca

1 S
IT@ ] = T (n+ |

Aplicand functia crescatoare ¢ acestei inegalitati si integrand de la n la n + 1 obtinem

/ <HT(1):UH) = (m) |

Prin insumare se obtine

/ooo (uT a:||> Z“)(HT asn) |fj| -

Din Teorema precedenta rezulta ca {T;}:>o este exponential instabil.

3.3 Teoreme de stabilitate de tip Perron

In cele ce urmeaza vom nota

C={f:R;. — X : f continua pe R, si f marginita},

spatiu dotat cu norma supremum ||| f||| = sup || f(¢)||. Mai departe vom vedea ce intelegem
>0

prin faptul ca un Cy-semigrup satisface con_digia Perron.

Definitia 3.3.1. Spunem ca Cy-semigrupul {7} }:>¢ satisface conditia Perron daca oricare
t

arfi f € C, aplicatia zy : Ry — X definita prin x;(t) = / T(t—s)f(s)ds satistace x¢ € C.

0

Teorema 3.3.1. (Teorema Perron) Cy-semigrupul {T;}:>o este exponential stabil daca

st numai daca {1} }+>o satisface conditia Perron.

Demonstratie: Necesiatea: Conform ipotezei, exista N,v > 0 astfel incat | T(t)]] <

t
Ne " pentru orice t > 0. Fie f € C s x4(t) = / T(t — s)f(s)ds. Trecem la norma, ti
0

obtinem
st ||</ IT(t = 5)f |ds</ Ne =9 £(s)||ds <
< NIl / e=ds — N|| ]| / el =

= w7 (5 - 1) < Sl
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oricare ar fi t > 0. Astfel rezulta ca z; € C.

Suficienta: Fie w > wo(T), w # 0, z € X g1 f : Ry — X, f(t) = e ¥"T(t)z.
Atunci existd M astfel incat ||T(t)z| < Me“'||z||, Vx € X, Vt > 0. Prin urmare
IOl = e || T(t)x]| < M, ceea ce ne arata ca f € C si

1 — e—wt

xy(t) = /0 e ' (t)edr = ———T(t).

w

Prin urmare T'(t)x = wa¢(t) + e “'T(t)x, oricare ar fi ¢ > 0. Cum z; € C obtinem ca
aplicatia
t—Tt)r: R — X

notata 7'(-)x apartine lui C, oricare ar fi z € X.

Aplicand Princpiul Marginirii Uniforme deducem ca exista k > 0 astfel incat ||7'(¢)]| <
k, ¥t > 0. Consideram acum g : Ry — X, ¢(t) = T'(t)z, atunci g € C si z,(t) = tT(t)z,
oriare ar fi t > 0. Cum z, € C rezultd ca exista un L, > 0 astfel incat t||T'(¢)z| < L,
oricare ar fi t > 0.

Tot din Principiul Marginirii Uniforme rezulta ca exista L > 0 astfel incat

T < L, ¥t > 0.

Astfel se obtine
L
1T < %, ¥ >0,

ceea ce ne arata ca exista un ¢ suficient de mare astfel incat ||7'(¢p)|| < 1. Din Teorema
3.1.1 rezulta ca {T}}+>0 este exponential stabil. O

O alta teorema, care modifica spatiile de intrare, respectiv iegire, afectand astfel si
puterea rezultatului este urmatoarea.

Teorema 3.3.2. Cy-semigrupul {T;}1>0 este exponential stabil daca i numai dacd pentru

orice f € L'(Ry, X), aplicatia x; apartine lui L®(Ry, X).

Demonstratie: Necesitatea: Fie f € L'(R,, X). Atunci

[z (DI < /0 1Tt = l[f(7)lldr < N/OOO If(Dlldr = N[ f]]1,

oricare ar fi ¢ > 0. Trecand la supremum obtinem rezultatul dorit, si anume z; €
L*(R,, X).

Suficienta: Fie f(t) = xpy@)T(t)z', cu z € X. Atunci f € L'(R;,X) si
zs(t) = T(t)x, oricare ar i t > 1. Cum zy € L>®(R,,X) pentru orice z € X, din
Principiul Marginirii Uniforme rezulta ca exista k > 0 astfel incat [|T(¢)| < k, Vt > 1.

Ly 4 este functia caracteristica a multimii A
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Notand acum cu S = sup Me*® cu M, w din proprietatea de crestere exponentiala rezulta
s€[0,1]

v

ca

IT(t)| <max{S,k}, Vt>0,
ceea ce arata ca Cp-semigrupul este stabil. U

O alta conditie de tip Perron este data de definitia urmatoare. Ideea de baza este ca
schimbarea spatiilor de intrare-iegire in L?, respectiv L9 unde perechea (p, q) e diferita de
perechea (1, 00) ne furnizeaza o noua teorema de stabilitate.

Definitia 3.3.2. Spunem ca Cy-semigrupul {7} };>¢ satisface conditia Perron de tip (p,q)
t
daca pentru orice f € L? aplicatia z;(t) = / T(t — s)f(s)ds apartine lui LY.
0

Teorema 3.3.3. (Teorema de marginire) Daca Cy-semigrupul {T;}i>0 satisface
conditia Perron de tip (p,q) atunci ezxista k > 0 astfel incat

lzslly = 1A llq < Kl fllps Vf € LP.

Demonstratie: Primul pas este sa demonstram o proprietate de marginire a opera-
torului U : LP — L7 definit prin U(f) = xy pentru orice f € LP. Ipotezele teoremei ne
asigura ca U este corect definit. Pentru a demonstra marginirea, vom folosi Principiul
Graficului Inchis.

Presupunem ca (f,) C L?, f, , fsiuf, , g € L7 Vrem sa demonstram ca
U = g. Pentru a demonstra acest lucru calculam mai intai pentru un ¢ > 0 fixat

/OT(t—T)(f(T)—fn(T))dT S/O 17t = If(7) = fulT)l[dT.

[z () = 2, (D] =

Consideram M, w din proprietatea de crestere exponentiala si folosim inegalitatea lui
Holder in felul urmator

/Ot 1f(7) = fu(r)|| - 1d7 < (/Ot 1f(s) — fn(s)”pd3>; </Ot 1d8>p,f <= It

Combinand rezultatele de mai sus obtinem
wi, E=L
|z s (t) — xy, (t)|| < Me 4% Ifo = Fllp — 0,

ceea ce ne arata ca xy, converge punctual la zy.

Deoarece U( f,,) converge la g in L? rezulta din Teorema lui Riesz (vezi [7], pag. 156,
Teorema 11.26) ca exista un subsir al lui (f,,), de exemplu ( fy, ) astfel incat U( fx, ) converge
la g a.p.t. Conform rezultatelor de mai sus U(fy,) converge deasemenea la xy = U(f),
fapt ce ne conduce la U(f) = g a.p.t., ceea ce este echivalent cu U(f) = g in LA.
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Prin urmare operatorul U este inchis gi din Teorema Graficului Inchis, acesta este si
marginit, ceea ce Inseamna ca exista un k > 0 astfel incat

[z sllg = IUH)lg < Kl fllp, VF € L7,
O

Teorema 3.3.4. (Stabilitate Perron de tip (p,q)) Daca Co-semigrupul satisface
conditia Perron de tip (p,q) # (1,00) atunci {T;}1>¢ este exponential stabil.

Demonstratie: Pastram notatiile din Teorema precedenta. Fie acum ¢t > 1 si
s € [t—1,t]. Avem

() = T(t— ) /O T(s — 7)f(r)dr + / T(t — 1) f(r)dr,

i prin trecere la norma

[z (I < Me|jzs(s) +M€°"/ F)ldr,

t_
cu M,w din teorema de crestere exponentiala.

Aplicam inegalitatea lui Holder pe intervalul [t — 1,¢] pentru f € LP si 1 € L? in felul

urmator A
[ s < ([ 1) <15l

Astfel, continuand girul de inegalitati avem

lzp (DI < Me“(llap ()l + 11 fllp), Vs € [t —1,¢].

Integrand aceasta inegalitate pe intervalul [t — 1,¢] in raport cu s si aplicand
inegalitatea lui Holder pentru oy € L7si 1 € L7 obtinem

ol < 8¢ ([ Nasto)las +171,) < Me(lasl + 1711

Pentru ¢t € [0, 1] avem

t 1
rm@wﬂlﬂwﬂﬂmhSMWAHmwngwwm

unde ultima inegalitate s-a obtinut aplicand inegalitatea lui Holder pe intervalul [0, 1]
functiilor f € LP si 1 € L”'.

Astfel, putem afirma ca ||z¢(t)|| < Me“(||xflly + || fllp,), V& > 0. Folosind acum
Teorema de marginire, avem

s (D) < Me“(k+ 1) fllp, V= 0. (1)
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Sa luam acum f: Ry — X, f(t) = x011(t)T(t)x, unde v € X. Este evident ca f € L?
si|lfll, < Me“|x|. Mai departe, observam ca

Tz, t>1
zi(t) = {tT(t)x, tefo,1)

Aplicand inegalitatea (1) obtinem ca
lzs O = 1T ()] < Me“(k+ D)Ifll, < M*e*(k+ D, vt > 1.

Pentru ¢ < 1 avem inegalitatea evidenta |T(t)z| < Me*||z|, prin urmare exista
L = max{M?e*(k + 1), Me*} astfel incat | T(t)z| < L||z||. Cum z € X a fost ales
arbitrar gi L nu depinde de z rezulta ca ingalitatea ||T(¢)z|| < L||z|| are loc pentru orice
x € X, adica semigrupul este stabil.

Fie acum 0 > 0, si definim g : R, — X, g(t) = Xj0,9/(t)7 ()2, unde z € X. Avem
la@)Il < IT(#)x]| < x5 L2l ceea ce ne conduce la ||g]l, < Y7Lz

Observam, deasemenea ca

_JoT(t)w, t>9
7g(t) = {tT(t)x, tef0,6)

Folosind inegalitatea (/) obtinem pentru t > ¢
lzg ()] = 0T ()| < Me“(k +1)|lgll, < Me*(k +1)6" 7L,

si pentru t = 6 avem
1
1T (6)z]| < LMe*(k + 1)d7 ]

Avand in vedere faptul ca LMe*(k 4+ 1) nu depinde de x rezulta ca avem
IT(S)|| < LMe*(k + 1)55 ",
pentru orice § > 0. In cazul in care p > 1 trecand la limit& pentru § — oo in inegalitatea

precedenta obtinem ca exista un &y pentru care ||7°(dp)|| < 1, si conform Teoremei 3.1.1
{T}}+>0 este exponential stabil.

Sa consideram acum cazul p =1, ¢ < oo.

52 0
Atunci §||T(5)s|| = / s||T(9)x||ds. Folosind stabilitatea obtinem ca pentru t > s >
0
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0 are loc | T(t)x|| < L||T(s)z||. Prin urmare pentru § > 1 avem

62 é
STl = [ sIT@alas <

4 4
<L [ STl =L [ ay(s)]ds <
0 0

(Holder) < Lz, |87 <
(T. Marginire) < L(Sq%lMew(kI +Dlgll, <
< L6"T Me®(k + 1)07 L||z|| <
< LAk +1)6" 4|z

Simplificaim cu 42 si tinand cont ca L, k nu depind de z obtinem

IT(5)|| < 2L2(k +1)57s.

Deoarece 0 < g # oo, trecand la limita in inegalitatea de mai sus pentru § — oo
obtinem ca exista un dy > 0 pentru care ||1(dg)|| < 1, care conform aceleiagi Teoreme

3.1.1 implica stabilitatea exponentiala a lui {7} }¢>o.

Astfel teorema este complet demonstrata.
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Concluzii

Lucrarea de fata reprezinta doar o scurta introducere in studiul Cy-semigrupurilor
si al ecuatiilor de evolutie. Am putut vedea cum conceptul de Cy-semigrup apare
natural ca o generalizare a functiei exponentiale pentru operatori marginiti, precum si
multele proprietati interesante pe care aceste obiecte matematice le au. Am vazut cum
se pot studia anumite ecuatii cu derivate partiale cu ajutorul Cy-semigrupurilor i in
ultimul capitol am prezentat doua tipuri de teoreme pentru stabilitate si instabilitate
exponentiala, si anume teoreme de tip Datko si Perron.

Mai exista si alte tipuri de abordari ale problemelor de stabilitate, de exemplu
teoremele lui Liapunov, precum si continuarea naturala a studiului stabilitatii, si anume
conceptul de dichotomie pentru Cy-semigrupuri. Deasemenea, semigrupurile sunt un caz
particular al unei alte clase mai mari, si anume procesele de evolutie, care prezinta metode
de studiu noi si interesante.

Speram ca lucrurile si ideile prezentate au fost suficient de interesante ca sa va pastreze
atentia pana in acest punct si sa va motiveze sa aprofundati acest domeniu frumos al
matematicii.
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